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Oznake:

w- nenegativna integrabilna funkcija na [a,b];

If = [, F(N)dw(N);

GEJn) =>", wj(.n) f (/\g.n)) -n-ta Gausova kvadratura odgovarajuce
tezinske funkcije w;

pj- j-ti moni¢ni ortogonalni polinom odgovarajuce tezinske funkcije w
generisan 3-Clanom rekurzijom

p-1=0, pp=1

Pj+1 = (A —aj)p; — bjpj-1, aj € R, bj > 0;
ap Vb1

| v

- Jakobijava matrica asocirana
e V bn—l
V bn—1 Gp—1
sa prvih n polinoma {p;};en;
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El=1f— Gt(dn)— greska n-te Gausove kvadrature.

Teorema
Neka su {GJ(.n)}?:l svojstvene vrijednosti, a {z§n)}j:1 odgovarauci
normirani svojstveni vekori matrice T,,. Tada vrijedi:

° )\;n) =0;,j=1,..,n

° w](.n)z(z](.n),el)2, j=1,...,n

Algebarski stepen Gausove kvadrature je 2n — 1, tj. Ip = G((A,n)p za, Sve
p € Py

Teorema
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Konstrukcija anti-Gausove kvadrature

Kostruisao Laurie 1996.
Ideja: Nadi kvadraturu n + 1-vog stepena AS_)H suprotne veli¢inom
n)

greske u odnosu na Gfu
2n + 1, ili simboli¢ki:

na prostoru polinoma stepena ne veceg od

If_A’Ell-‘t)-lf: —(If = GMf), f€ Posa

Sredivanjem izraza dobijamo:

n+1f (21 - G )f I € Pan1
(1)

Zakljucujemo: A/, je (n+ 1)- ¢vorna kvadratura za linearni
funkcional

-G,
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Uz pretpostavku da je funkcional 21 — G&n) pozitivno definitan,

ozna¢imo niz ortogonalnih polinoma u odnosu na njega sa {m,(\) }nen-
Tada se m,4+1 moze predstaviti 3-¢lanom rekurzijom:

m_1=0 mg=1

Tn4+1 = (>\ - an)ﬂ'n - /Bnﬂ'n—han S R) /Bn >0

Laurie je pokazao da vrijedi m; = p; za i € {0,1,...,n}, dok za m,41
imamo oy, = a, i1 B, = 2b,.
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Pripadna Jakobijeva matrica rekurzije je:

bn—1 Gp—1 \/i\/a
V2V, an

1)
n+1*

odakle je odredena A
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Konstrukcija generalizovanih anti- Gaus kvadratura

Opisana u radu Pranica i Reichel-a 2014(PR14).
(k)

Za proizvoljno k € N posmatra se (n + k)- ¢vorna kvadratura Ayl 72
koju vrijedi:

If - An+kf =—(If -G f), Vf € Payor1
Sredivanjem dobijamo da je

Aff_ﬁkf (2 — GUNf, Vf € Payor1

U radu PR14 dati su koeficijenti ortogonalnih polinoma 7; koje

generiSe funkcional 21 — G zake {2,3} u egzaktnom obliku.
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Pokazano je:

Za k = 2: Uz pretpostavku da je 8,41 # 0 vrijedi

ani1bni1—an—1b
an+1—waﬁn+l—bn+l b

Bn+
Za k= 3: Uz pretpostavku da je Bp410n42 # 0 vrijedi:

(bn+2bn+l*bnbn 1) bn+1bn(an+1*an71)2

n+1
a _ bn+26n+1(an+2+2an+1_2an+1)+bnbn71(2an+1_2an71_an72) +
nt+2 = Br+2Bn+1
an+1bn+1(an+1_an+l)2_an71bn(an71_Oén+1)2
ﬁn+25n+1

Sliéno kao i za k = 1 generisemo AG kvadrature za k = 2, 3.

Kako se k povetava egzaktan izraz za a4 postaje sve komplikovaniji.
Ideju numerickog nacina konstrukcije generalizovane anti-Gaus
kvadrature baziramo na upotrebi modifikovanog Cebisevljevog
algoritma(MCA).
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Modifikovani Cebisevljev algoritam(MCA)

Neka je data druga tezinska funkcija dA. Algoritam se primjenjuje na
bilo koji sistem moni¢nih polinoma koji zadovoljava 3-¢lanu rekurziju

p-1=0,pg=1

Pr+1 = (A — ag)pr — bepr—1 ,ar € R, by > 0.

- e b
Definigimo uopS$teni r-ti momenat sa m, = f pr(t
Algoritam iz niza momenata m = {my}7";" {ak}k 02, {bk}Q" 2

generise koeficijente moni¢nih ortogonalnih polinoma {«;};"~ 0 ABi
u odnosu na datu mjeru dA.
Uzimajuéi ag = by = 0 dobijamo ”originalni” Cebisevljev algoritam.
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Definisimo ”mjeSovite momente” sa

b
Okl :/ T (O)pr(t)dA(t), k,1 > —1
Zbog ortogonalnosti je o3 = 0 za k > 1.

Kako je tpg_1 = 7k + qn—1, gdje ¢n—1 € P,—1 onda vrijedi:

b b
[ mane = [ mimeaan) = o k>

Takode vrijedi:

b
0=0kt1h-1 = / [(t — o) — Brmi—1]pr—1dA(t)

= Ok k — BrOk—1k—1-
Odavde je (), = —2kk

T Ok—1k—1 (1)

Definisimo Sy f: A(t) = my.
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Sliéno iz o411 = 0 dobijamo:
b
0= / [(t — o)k — Brmr—1]pk =
a

/ab tm(U)pk(t)dA(t) — ok ke — Brok—1.k
tpr, u zadnjoj jednakosti mijenjamo sa
tpk = Pr+1 + axpr + bkPr—1
odakle dobijamo:
0=okk+1 + (ak — ar)ork + Brok-1x (2)

Kombinujuéi (1) u (2) i stavljajudi da je o_1; = 0, imamo:

g01
o =ag + —
g00
Ok—1k Ok, k+1
aEp = ag + + k=1,2,..

Ok—1,k—1 Ok.k
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Iz prethodnog, rekurzija koje o-e zadovoljavaju je:

Okl = Ok—1,141 — (Qh—1 — )0k—11 — Br—10k—21 — biog—_1,1-1

Algoritam(eng. Modified Chebyshev algorithm)

Bo = mqg
o_1u=0,0=1,2,....2n — 2
ooy =my,l=0.1,...,2n — 1
ap = ag + %gé
fork=1,2,...n—1do
Okl = Ok—1,1+1 — (Oékq - Oéz)kau -
—Br—10k—21 —biog—11-1, L =k, k+1,....2n -k -1

Ok—1,k Ok, k+1
ap =a - :
k kT Ok—1,k—1 + Ok,k
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Primjena MCA na generisanje generalizovane AG

kvadrature
Definisimo bilinearnu formu (f, g) := (21 — G&n))( fg) prateéi oznake u
MCA. Za moniéne polinome biramo py, = t*, tj. a, = by, = 0 za
k=0,1,...2n+ 2k — 1.
Generisemo prvih 2(n 4+ k) momenata m, = (21 — Gg,n))(ﬂ).
Primjenom MCA na m,., ag, by generiSe se ay, [ za
k=0,1,2,...,n+ k — 1, a time i moni¢ne ortogonalne polinome 7}, za
k=1,2,....,n+ k u odnosu na funkcional (21 — GS}”‘)).
Na taj nacin se formira Jakobijeva matrica(realna ako je funkcional
pozitivno definitan):

a0 VB
) VB

k= ‘ ,aiznjei A
" VvV Brtk—1
VBntk—1  Qnyk-1
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Primjeri testiranja

Tezina koju smo odabrali u testiranju je klasi¢na jakobijeva

(1 —t)%(1 +t)” na intervalu [—1, 1].

Algoritam koji koristi MCA je implementiran u Matlab-u. Softver

primjenjen u PR14 koristi egzaktne formule za ra¢unanja koeficijenata

“ k<3 . C (k)
n+k za k < 3 prezentovane u tom radu, generiSuci na taj nacin A Tk

Poredili smo rezultate softvera primjenjenog u PR14 sa softverom

zasnovanim na MCA.

Rezultati testiranja za f(t) = t‘jr—tg sa jakobijevom teZinom
(1 —2)%7(1 + 2)%® data je sljedecom tabelom
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* Kok

—8.6354¢ 08 —1.2333¢707
—8.6414e7 9  —1.2339¢ 07
—8.6435¢798  —1.2341¢77
—8.6435¢8 -
—8.6435e78 —
—8.6435¢708 -
—8.6435¢798 —

ou Ot Ot Ot Ot ov O 3
N O TR W N

* greske kvadrature generisane kodom koji koristi MCA
**greske kvadrature generisane kodom iz PR14
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1

Posmatragmo f(t) = =i tezinsku funkciju (1 — z)%5(1 + z).

Rezultati testiranja:

n k * Kk
15 1 —28775¢ 97 —1.6835e Y7
15 2 —2.87750e 97 —1.6835¢707
15 3 —2.87750e 97 —1.6835¢707
15 4 —2.87750e97 —

* greske kvadrature generisane kodom koji koristi MCA
**greske kvadrature generisani kodom iz PR14
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Prednosti i mane konstrukcije generalizovanih AG
kvadratura generisanih pomoéu MCA

Posmatragmo f(t) = m sa tezinskom funkcijom (1 —t)(1+1t)

Rezultati testiranja su dati narednom tabelom:

n kLAY, -G
3 1 1.55484716  5.8340e 17
3 2 3.7523e7 17

3 3 81352717

3 4 8.0377e17

3 5 —84776e7 17

Iz rezultata zaklju¢ujemo da I f € [G3, Aé5)]
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Prednosti:

e Generisemo AG kvadraturu za proizvoljno k, $to nije bio slucaj sa
kodom u PR14(samo k < 3).

o Testiranja su pokazala da algoritam daje zadovoljavajuée rezutate
sa ulazom od nekoliko desetina momenata.

e Nadeni su primjeri koji pokazuju korist definisanja generalizovanih
AG kvadratura, konkretno u izolovanju intervala vrijednosti I f.

o Generige AG kvadratura za bilo koju tezinsku funkciju.
Mane:

e U ulazu se zahtjeva racunanje 2n momenata za generisanje
polinoma n-tog stepena

e Za velike n algoritam pokazuje nestablinost(anomalija oduzimanja
priblizno sli¢nih brojeva u MCA?7?).
o Kompleksnost aritmetickih operacija u MCA je O(n?).
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Dalje istrazivanje: Stabilizacija rezultata Matlabovim simbolickim
rac¢unom(Symbolic Math Toolbox).
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Hvala na paznji

Tema: Jedan algoritma za konstrukci maj, 2015. 20 / 21



Pitanja?’??
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