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Сажетак: Полазећи од дефиниције средњег специфичног топлотног капацитета за одређени, погодно изабран температурски интервал, применом диференцијалног и интегралног рачуна, у раду је изведена аналитичка зависност стварног од средњег специфичног топлотног капацитета. Добијена релација у диференцијалном облику, за дефинисани температурски интервал, омогућује директно решавање проблема, без посебних ограничења за њену примену. Користећи добијену зависност, изведен је општи модел у облику полинома произвољног степена у зависности од температуре, који је погоднији и бржи за практичну примену од постојећег модела, који нема општи карактер. 
На бази изведене зависности, применом диференцијалне геометрије, дата је нова метода за графичко решавање постављеног проблема, што такође може имати практични значај с обзиром да се многи проблеми у термодинамичкој пракси решавају паралелно, аналитички и графички. 

Кључне речи: стварни и средњи специфични топлотни капацитет, полуидеалан гас, диференцијална геометрија, аналитичке корелације, графичке конструкције 

Abstract: Starting from mean specific heat capacity for a chosen temperature range, the analytic dependence for real of the mean specific heat capacity is obtained using differential and integral calculation. Obtained relation in differential form, for a defined temperature range, allows solving the problem directly, without any special restrictions on its use. Using obtained relation, general model in the form of polynomial of arbitrary degree in the function of temperature, which is faster and more suitable for practical application of existing models is formed. 
With using differential geometry, new graphical method for solving set problem is obtained using derived equation. This may also have practical significance since many problems in thermodynamic are solved analytically and graphically. 
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УВОД 

Осим транслаторног и ротационог кретања атоми у молекулима гаса, за случај полуидеалног гаса имају и могућност осциловања у току кретања. За ово кретање потребна је енергија која је функција само температуре [1-3]. У термодинамичком смислу по дефиницији, код полуидеалног гаса специфични топлотни капацитет је функција температуре тј. c = c (T),     [4 - 6].
Количина топлоте која се доводи неком полуидеалном гасу, и уопште неком телу чији специфични топлотни капацитет зависи од температуре, од почетне t1 до крајње достигнуте температуре t2 је:
 	[J]     								           (1) где величина     представља средњи специфични топлотни капацитет у интервалу температура t1 и t2, [7-10]. 
Да би се размењена количина топлоте за случај полуидеалног гаса могла одредити, у општем слуичају, захтева се познавање аналитичког одређивања средњег топлотног капацитета у датом интервалу температура. Очигледно је да ова вредност не зависи само од величине температурског интервала тј. разлике t2 – t1 = T2 – T1, већ и од положаја тог интервала на температурској скали,         [3, 5, 11, 12]. 
Да ли ће се неки гас третирати идеалним или полуидеалним зависи од жељене тачности. Значајне температурске разлике захтевају третман гаса полуидеалним. 
Напоменимо овде, да је код графичког представљања специфичних топлотних капацитета као и аналитичких прорачуна, практичније односно погодније користити Целзијусову (t), него скалу апсолутне температуре (T). Подељци ових скала су једнаки док се исте разликују само у положају координатног почетка. Прелаз са једне скале у другу, за све аналитичке релације, једноставан је с обзиром да важи:
dT = dt			T = 273,15 + t
Исто тако, све термотехничке таблице као и сви дијаграми, за специфичне топлотне капацитете, најчешће су дате за интервал температура 0 до t, [13, 16]. Овде је почетна температура t1 = 0 [C], а крајња температура t2 = t [C]. Према томе, у раду ће се посматрати само позитивне вредности Целзијусове температуре, t ≥ 0.  
Зависност стварног односно правог специфичног топлотног капацитета од температуре код полуидеалног гаса дата је на сл.1. На истој слици представљен је и средњи специфични топлотни капацитет за интервал температура 0 до t1, односно 0 до t2. Са слике се види да се размењена специфична количина топлоте за интервал температура t2 – t1 може одредити на два начина и то преко средњег и стварног специфичног топлотног капацитета:




- = - 			[J/kg]				             (2)


При овоме, зависно да ли су притисак или запремина константни, узимају се вредности cp и cv односно и .
Размењена количина топлоте, може се изразити и на други начин [12, 14, 15]: 

	[J/kg]								             (3)
Овде је средњи специфични топлотни капацитет за интервал t2 – t1:

		[J/kgC]						                          (4) 
Нa сличан начин, одређује се и промена унутрашње енергије,  односно промена енталпије полуидеалног гаса:


 									                          (5) 	
Из претходног, с обзиром да се размењена количина топлоте као и остале термодинамичке величине увек могу одредити преко интервала температура 0 до t, следи да је специфичне топлотне капацитете најпогодније графички представљати и аналитички одређивати, баш за тај интервал температуре. Ово се закључује и са дијаграма на сл.1.  
Овде треба нагласити да и ако се у пракси за техничке прорачуне много више примењује средњи специфични топлотни капацитет, постоји доста случајева где је неопходно познавање и стварног топлотног специфичног капацитета. На пример код одређивања промене ентропије полуидеалног гаса према општој релацији, за произвољну промену, [1, 8]: 

			[J/kgK]				                                                    (6)
не може се прорачун изводити преко средњег већ се мора користити стварни топлотни капацитет, који као што је речено зависи од температуре тј. cp = cp(T).
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Слика 1. Одређивање специфичне количине топлоте у зависности од стварног и средњег специфичног топлотног  капацитета за произвољни интервал температура 




Ако би се овде желело интегрирање заменити рачунањем средње вредности , тада би се морала знати средња вредност .
Исто важи и за одређивање промене ентропије за случај изобарске и изохорске промене када је у питању полуидеалан гас:


			                                                      (7) 
Такође за одређивање једначине изентропске промене полуидеалног гаса неопходно је познавање стварног специфичног топлотног капацитета [3, 4, 7].

Исто тако код израчунавања промене ентропије гаса према Ван дер Валсовом моделу, неопходно је познавање интеграла  . Овај интеграл, такође се јавља и код Гибсове функције, која се доста примењује у термодинамици [2, 3, 4]. 


Према томе за случај прорачуна термодинамичких величина где се појављује интеграл , погодно је математичке операције изводити са средњим специфичним топлотним капацитетом, док се стварни специфични топлотни капацитет мора користити за случајеве када се јавља интеграл облика .

Познавање стварног топлотног капацитета неопходно је и код изналажења диференцијалних термодинамичких релација где се успостављају везе између величина стања и специфичних топлотних капацитета, као репрезентима спољних утицаја. При овоме, не може се користити средњи већ само стварни топлотни капацитет, с обзиром да се исти дефинише преко диференцијалног количника, 
Код успостављања свих претходних термодинамичких односа, увек се полази од I и II закона термодинамике, написаних у диференцијалном облику, [5, 6, 7, 9, 11, 13]. 
У термодинамици реалног гаса и реалних пара, готово све релације и термодинамички односи су изведени на бази стварног специфичног топлотног капацитета. У случају отежаног одређивања стварног специфичног топлотног капацитета прорачуни се изводе увођењем средњег специфичног топлотног капацитета, [10, 14, 15].
Ако се неки гас загрева при некој мањој температурској разлици dt = dT, вредност специфичног топлотног капацитета неће се променити па се у том случају може рачунати са стварним топлотним капацитетом. Грешка у рачуну, тада биће минимална и може се занемарити. За велике температурске промене, мора се рачунати са средњим специфичним топлотним капацитетом за то температурско подручје.


2. КАРАКТЕРИСТИЧНИ МОДЕЛИ ЗА ОДРЕЂИВАЊЕ СПЕЦИФИЧНОГ ТОПЛОТНОГ  
             КАПАЦИТЕТА
 
         Специфични топлотни капацитет полуидеалног гаса према експерименталним истраживањима и према теорији кванта, у општем случају може се написати у облику полинома, [14, 15, 17, 19],  

                                                                                                                        (8)                                                                                                    
где се c = c0 = a, односи за температуру t = 0°C. Коефицијенти у једначини (8), могу се наћи у одговарајућој литератури, [6, 7, 8].
У теорији специфичних топлотних капацитета посебно место заузима теорија Einsteina. 
Средњи моларни специфични топлотни капацитет двоатомних гасова према овој теорији, дат је једначином облика, [12, 13, 14].

  	[J/kmolK]								             (9)
 где је:

 - специфични топлотни капацитет од транслације и ротације молекула, који не зависи од  температуре

- специфични топлотни капацитет од осцилација молекула, који зависи од температуре.

Заменом у (9) добија се коначна једначина у облику:

									            (10)

Овде је  , док је θ карактеристична температура која је константна за сваки гас а добија се из спектроскопских података, T представља апсолутну температуру. 
Специфични топлотни капацитет реалних гасова у општем случају зависи како од температуре тако и од притиска гаса. Зависност специфичног топлотног капацитета од притиска је таква да се повећава са повећањем притиска гаса. За одређивање специфичног топлотног капацитета, овде се најчешће примењује модел у облику аналитичке зависности,  [8, 13, 15, 16]:

										                        (11)
где први члан ct представља специфични топлотни капацитет гаса у врло разређеном или идеалном стању и он је функција само температуре. Други, односно додатни члан Δc, узима у обзир зависност специфичног топлотног капацитета од притиска. Специфични топлотни капацитет у једнофазној области реалних гасова представља континуалну функцију температуре и расте са њеним повећањем.
На притисцима нижим од стандардног и температурама нижим од критичне, топлотни капацитет реалних гасова је функција само температуре док је утицај притиска занемарљив. На вишим притисцима топлотни капацитет расте са повишењем притиска, док на притисцима вишим од критичног утицај притиска опада са повишењем температуре, [2, 5, 8]. 
За израчунавање специфичног топлотног капацитета реалних гасова, за релативно уже подручје температуре, најчешће се користи линеарни модел док се за шире подручје може користити аналитички модел у облику полинома трећег и четвртог степена. Ови модели, најчешће се дају при стандардним притисцима, и добијају се експериментално, [1, 3, 4].
За јако прегрејану пару реалних гасова, без неке веће грешке може се сматрати да је зависност специфичног топлотног капацитета од температуре линеарна. Исто важи и за релативно ниске притиске, [7, 8].
Код течности величина притиска битно утиче на специфични топлотни капацитет само у близини криве засићења. При истој температури специфични топлотни капацитет течности увек је већи од специфичног топлотног капацитета гасова, [10, 15, 16].
Зависност специфичног топлотног капацитета течности од температуре мање је изражена него код гасова. При овоме са довољном тачношћу за шири интервал температура може се за израчунавање применити модел у облику линеарне односно квадратне функције, [12, 15].
Средњи специфични топлотни капацитет полуидеалних и реалних гасова, у пракси се најчешће одређује преко одговарајућих таблица и дијаграма за одређени гас и температурски интервал 0 – t. Исто тако постоје и релације у облику линеарне зависности, које најчешће важе за одређени релативно ужи температурски интервал. При овоме, резултати се добијају експериментално. Исто тако, поступа се и код одређивања стварног специфичног топлотног капацитета, [2, 3, 10, 12, 14].
У пракси, због једноставнијег поступка, чешће се експериментално одређује средњи него стварни топлотни капацитет, па о њему постоји много више како табеларних и дијаграмских тако и аналитичких података [5, 8, 13, 16].
У наставку, биће показано да је могуће одредити стварни, ако је познат средњи специфични топлотни капацитет, за одређено дефинисано температурско подручје. 


3. ПОСТАВКА ПРОБЛЕМА


У термотехничкој пракси, средњи специфични топлотни капацитет најчешће се одређује експериментално за интервал температуре од 0 do t, у облику степеног реда, односно као функција . Стварни, односно прави специфични топлотни капацитет важи за неку тачно одређену температуру t, при чему се и он најчешће одређује експериментално. Као што је речено, технички прорачуни и анализе захтевају и његово познавање, такође за одређени температурски интервал, односно у облику функције c = f(t),     [1, 4, 5, 8, 10, 15].


Овај проблем у теорији и пракси, да би се избегли експерименти, понекад се решава индиректно, тако што се претходно према дефиницији средњег специфичног топлотног капацитета, који је у овом случају познат с обзиром да је одређен експериментално, релација (3), изрази размењена количина топлоте у зависности од температуре, за општи случај. Након тога, диференцирањем добијеног израза по температури, с обзиром да је , добија се тражена зависност , [2, 7, 8, 15]. Очигледно овај поступак није најподеснији за практичну примену. У наставку биће дат предлог како за аналитичко тако и за графичко решење проблема.


4. АНАЛИТИЧКО РЕШЕЊЕ ПРОБЛЕМА

Претпоставиће се да је за одређени интервал температура 0 до t функција  унапред позната, на пример одређена експериментално што је најчешћи случај. На бази тога, одредиће се директно зависност , без одређивања размењене специфичне количине топлоте, односно без извођења експеримента.

Према слици 2, где је приказана зависност стварног специфичног топлотног капацитета од температуре c = f(t), посматра се шире температурско подручје за интервал температура 0 до t. При овоме почетна температура је 0[°C], док је нека крајња произвољна температура t [°C].  За ово подручје средњи специфични топлотни капацитет је непромењен и означен је са , док је стварни специфични топлотни капацитет c променљив и зависи од температуре, тако да на пример у произвољној тачки 1 има вредност c1 која се односи за температуру t1. Овакве ознаке уведене су првенствено из практичних разлога, ради једноставнијег извођења релација које следе.

[image: ]
Слика 2. Зависност стварног специфичног топлотног капацитета од температуре за интервал температура 0 до t

Средњи специфични топлотни капацитет за интервал температура 0 до t, по дефиницији је:
               			                                                                            (12)
где је функција f(t) = c(t) 
Одавде следи да је:
             							                                     (13)
што представља једнакост површина на слици 2. 
Ако диференцирамо обе стране једначине (13) биће:
      							                   	           (14)
Према правилима извода производа функција и извода одређеног интеграла функције, следи да је:
      							             	                        (15)
Одавде следи да је:
    						            	                                                               (16)
односно тражена зависност стварног од средњег специфичног топлотног капацитета у функцији температуре t:
 									                                     (17)
За случај да је зависност , линеарна, што је чест случај у пракси, биће:
            								                                     (18)
Одавде је:     
Односно према релацији (17), након замене (18):
          						                                                               (19)
Ако је функција   квадратна биће:
                               					                                                  (20)
Одавде је:
                            					                                    
Односно према релацији (17):
                                    						                        (21)
Ако општу зависност  напишемо у облику:
       				                                                        (22)
према претходном биће:
                                  			                        (23) 
Користећи изведене релације за линеарну и квадратну зависност (18) и (21), запажа се да се општа законитост може дати у облику
     			                                     (24)
Иста законитост, добија се и заменом релација (22) и (23) у (17).
Код термодинамичких прорачуна у пракси обично је  .

Очигледно у релацији (22) је , док се c односи на неку произвољну температуру t. С обзиром на изведену релацију (17) следи да увек постоји разлика , па се на основу тога може дати принципијелна зависност , слика 3.
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Слика 3. Графички приказ принципијелних зависности   i 

Према изведеном моделу, размењена количина топлоте у општем случају за интервал температура од 0 до t биће:
   , односно према (24)
              				                        (25)
Одавде се након интегрирања добија коначно:
    [J/kg]                         				                        (26)

Изведене релације (24) и (26) важе за произвољан полином n-тог степена функције , и омогућују директну примену, с обзиром да су константе α, β, γ,.....познате према (22).


За произвољан интервал температура t1 t2 нема препреке за примену изведених релација при одређивању величина  односно . При овоме користе се релације (2) и (4). Слично се поступа и код одређивања промене унутрашње енергије и енталпије за случај полуидеалног гаса.
  Размењена специфична количина топлоте, за произвољан температурни интервал 0-t, као што је речено може се одредити преко две релације:
                                                                                                             

Овде је као што је речено , док је . Из  изведене релације (17), следи да је
 
Сада размењену количину топлоте, такође за произвољан интервал температура од 0 до t, можемо одредити на још један начин, у сложенијем облику:
                                                                                 
односно:
      [J/kg]									           (27)
Добијена релација је функција температуре и може послужити за разне термодинамичке анализе, с обзиром да је специфична количина топлоте изражена преко  извода од  по температури.


5. ГРАФИЧКО РЕШЕЊЕ ПРОБЛЕМА


Ако према слици 4, у произвољној тачки 1 познате функције , нацртане у одређеној размери, конструишемо тангенту, она ће ординатну осу да сече у тачки А. Тачка B се добија на пресеку вертикале из тачке 1 и  хоризонтале из тачке А. Наношењем дужи  = Δ1 на вертикалу из тачке 1, тако да је Δ1 = Δ2, добијамо тачку 1' функције c = f (t).
Доказ конструкције 
Из троугла A1B следи да је угао тангенте са хоризонталом:
                                			                     		                                     (28)
Исто тако за произвољну тачку криве  с обзиром на дефиницију извода биће:
                                          				                                     (29)
Према изведеној релацији (17), разлика која овде увек постоји је:
                             				                                     (30)
Узимајући у обзир (29) биће:
                                				                                     (31)
Одавде следи да се ордината произвољне тачке 1' на кривој  добија као:
                            				                                     (32)
С обзиром да је према (28),  , односно за произвољну тачку криве c = f(t)
                                        				                      

Висинска разлика , одређује се овде графички за сваку тангенту.
Према томе,  у неколико произвољних тачака познате криве  конструише се тангенте а затим се из додирних тачака по вертикали нанесу висинске разлике Δi . Спајањем тако одређених тачака, добија се у границама графичке тачности, крива .
Одавде за линеарну зависност  , која се често јавља у пракси, следи једноставна конструкција праве c = f(t). Довољно је у произвољној тачки 1 полазне криве нанети висинску разлику Δ2 = Δ1 и добијену тачку спојити са тачком где права  сече ординатну осу.
Полазни дијаграм  и из њега добијени дијаграм c = f (t), како за линеарну тако и за нелинеарну зависност, на бази релације (2), могу се искористити за планиметријско одређивање размењене количине топлоте за произвољни интервал температура t1 – t2. Ова количина топлоте добија се једноставно као разлика одговарајућих површина на дијаграмима.  
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Слика 4. Графичка конструкција криве  на бази криве 



4. ЗАКЉУЧАК
Приказани модел, за разлику од постојећег, у општем случају решава постављени проблем када је зависност специфичног топлотног капацитета од температуре полином произвољног степена.
Исто тако као што је показано, изведену релацију (17) могуће је применити за случај произвољне функције , за шири температурски интервал од 0 do t. Изведене релације (24) и (26), могу се сматрати општим моделима, па их је могуће директно применити за одређивање зависности  и  такође за температурски интервал од 0 до t, за случај када је позната експериментална зависност .
Изведена релација (27) за размењену специфичну количину топлоте има сложенији облик од постојеће две и може се применити у теорији термодинамике полуидеалних гасова. Релација важи такође за горе дефинисани температурски интервал. 
Предложена графичка конструкција за одређивање зависности стварног од средњег топлотног капацитета, слика 4, може се применити за приближно решавање проблема у границама графичке тачности. У многим случајевима брзих, односно експресних квантитативних прорачуна као и квалитативних анализа, може задовољити. Конструкцијом већег броја тангенти и применом круга кривине тачност методе се повећава. 
Графичка решења приказана у раду у многим случајевима омогућују прегледнији приказ, праћење, анализу, компарацију и оптимизацију термодинамичких процеса, посебно у случајевима где је отежано аналитичко решење и где се не захтева већа тачност. Исто тако понекад је погодно процесе описати и пратити не само аналитички већ и графички ради поређења резултата, односно откривања могућих аналитичких грешака. Често се дешава, посебно у термодинамици реалног гаса да је аналитичка процедура компликована и дуготрајна па је графичко решење добра алтернатива. Исто тако графичка решења, знатно помажу сагледавању проблема и побољшавају међусобно споразумевање.
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