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Апстракт: У термодинамичкој и термотехничкој пракси, како за полуидеалне тако и за реалне гасове, зависност средњег специфичног топлотног капацитета од температуре, најчешће се одређује експериментално у облику линеарне функције и то углавном за релативно ужи температурски интервал.  Поред ове зависности, за потребе разних анализа и прорачуна, како у теорији тако и у пракси, потребно је познавање и зависности стварног специфичног топлотног капацитета такође од температуре. С обзиром на ово, у раду ,  полазећи од дефиниције средњег специфичног топлотног капацитета за одређени, погодно изабран температурски интервал, применом диференцијалног и интегралног рачуна, изведена је аналитичка зависност стварног од средњег специфичног топлотног капацитета. Добијена релација у диференцијалном облику за дефинисани температурски интервал, омогућује директно решавање проблема, без посебних ограничења за њену примену. Користећи добијену зависност изведен је општи модел у облику полинома произвољног степена у зависности од температуре, који је погоднији и бржи за практичну примену од постојећег модела, који нема општи карактер. Исто тако, постојећи модел није најподеснији из разлога што постављени проблем решава индиректно, с обзиром да се захтева аналитичка веза између размењене количине топлоте и  температуре.

 Изведена корелација у раду може се ефикасно применити и за добијање зависности између размењене количине топлоте и температуре, такође за посматрани температурски интервал, што може бити значајно собзиром на ефикаснију практичну примену. 

На бази изведене аналитичке зависности  одређена је још једне релације за размењену количину топлоте која има сложенији облик од постојеће две, а која  се може применити за разне термодинамичке анализе.

Верификација приказаног модела као и могућности његове примене дати су на неколико карактеристичних примера полуидеалног и реалног гаса и то: CO2 као полуидеалан гас на бази експерименталних резултата, двоатомни полуидеални гасови полазећи од релације према Ајнштајну, вода као реалан флуид полазећи од релације према Диетерицију, и на крају карактеристична група реалних гасова. При овоме посматран је шири температурски интервал.

Кључне речи:Стварни и средњи специфични топлотни капацитет, полуидеалан и  реалан гас, температура гаса, диференцијални и интегрални рачун, аналитичке корелације
1. УВОДНА РАЗМАТРАЊА
Количина топлоте која се доводи неком полуидеалном гасу, и уопште неком телу чији специфични топлотни капацитет зависи од температуре, од почетне t1 до крајње достигнуте температуре t2 je:
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где величина 
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 представља средњи специфични топлотни капацитет у интервалу температура t1 и  t2, [1,2,3]. 
Зависност стварног односно правог специфичног топлотног капацитета од температуре код полуидеалног гаса дата је на слици 1. На истој слици представљен је и средњи специфични топлотни капацитет за интервал температура 0 до t1, односно 0 до t2. Са слике се види да се размењена специфична количина топлоте за интервал температура t2 – t1 може одредити на два начина и то преко средњег и стварног специфичног топлотног капацитета:
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При овоме, зависно да ли су притисак или запремина константни, узимају се вредности cp и cv односно 
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c

и 
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Размењена количина топлоте, може се изразити и на други начин [4,5,6,7]: 
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Овде је средњи специфични топлотни капацитет за интервал t2 – t1:
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Слика 1. Одређивање специфичне количине топлоте у зависности од стварног и средњег специфичног топлотног  капацитета за произвољни интервал температура
Из претходног, с обзиром на то да се размењена количина топлоте као и остале термодинамичке величине увек могу одредити преко интервала температура 0 до t, следи да је специфичне топлотне капацитете најпогодније графички представљати и аналитички одређивати, баш за тај интервал температуре. Ово се закључује и са дијаграма на слици 1.
2. КАРАКТЕРИСТИЧНИ МОДЕЛИ ЗА ОДРЕЂИВАЊЕ СПЕЦИФИЧНОГ ТОПЛОТНОГ КАПАЦИТЕТА
Специфични топлотни капацитет полуидеалног гаса према експерименталним истраживањима и према теорији кванта, у општем случају може се написати у облику полинома, [3,7,8,9],  
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где се c = c0 = a, односи за температуру t = 0°C. Коефицијенти у једначини (5), могу се наћи у одговарајућој литератури, [4,9,10,11].
У теорији специфичних топлотних капацитета посебно место заузима теорија Ајнштајна. 

Средњи моларни специфични топлотни капацитет двоатомних гасова према овој теорији, дат је једначином облика, [1,7,12,13].
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 гдe je:

 
[image: image11.wmf]MR
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- специфични топлотни капацитет од транслације и ротације молекула, који не зависи од температуре. Овде је М моларна маса док је R универзална гасна константа. 
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- специфични топлотни капацитет од осцилација молекула, који зависи од температуре.
Заменом 
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u (6) добија се коначна једначина у облику:
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Овде је 
[image: image15.wmf]T
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 , док је θ карактеристична температура која је константна за сваки гас а добија се из спектроскопских података, Т представља апсолутну температуру. 
Специфични топлотни капацитет реалних гасова у општем случају зависи како од температуре тако и од притиска гаса. За одређивање специфичног топлотног капацитета, овде се најчешће примењује модел у облику аналитичке зависности,  [6, 8, 11, 28]:
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где први члан ct представља специфични топлотни капацитет гаса у врло разређеном или идеалном стању и он је функција само температуре. Други, односно додатни члан Δc, узима у обзир зависност специфичног топлотног капацитета од притиска. 
Средњи специфични топлотни капацитет полуидеалних и реалних гасова, у пракси се најчешће одређује преко одговарајућих таблица и дијаграма за одређени гас и температурски интервал       0 – t. Исто тако постоје и релације у облику линеарне зависности, које најчешће важе за одређени релативно ужи температурски интервал. При овоме, резултати се добијају експериментално. Исто тако, поступа се и код одређивања стварног специфичног топлотног капацитета, [2, 3,8 10, 12, 13,14].
У пракси, због једноставнијег поступка, чешће се експериментално одређује средњи него стварни топлотни капацитет, па о њему постоји много више како табеларних и дијаграмских тако и аналитичких података [5, 8, 13, 15,16].

У наставку, биће показано да је како за случај полуидеалних тако и реалних гасова могуће одредити стварни, ако је познат средњи специфични топлотни капацитет, за одређено дефинисано температурско подручје. 
3. ПОСТАВКА ПРОБЛЕМА И ПРЕДЛОГ ЗА ЊИХОВО АНАЛИТИЧКО РЕШЕЊЕ
Средњи специфични топлотни капацитет за интервал температура од 0 до t у пракси се најчешће одређује експериментално у облику функције 
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. Технички прорачуни и анализе захтевају и познавање стварног специфичног топлотног капацитета такође у облику функције c = f(t)   [1, 4, 5, 8, 10, 15,17,18].

Овај проблем у теорији и пракси, да би се избегли експерименти, понекад се решава индиректно, тако што се према дефиницији средњег специфичног топлотног капацитета за интервал температура 0 до t, 
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одреди развијена количина топлоте за исти интервал температура kao 
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, у општем случају.

Након тога, с обзиром да је 
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 и q=q(t), диференцирањем добијеног израза по температури, тј. 
[image: image21.wmf]dt

dq

c

=

, добија се тражена зависност 
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, [2,7,19,20,21,22]. Очигледно овај поступак није најподеснији за практичну примену. У наставку биће дат предлог за аналитичко решење претходног проблема на погоднији односно ефикаснији начин. Добијено решење биће примењено на неколико практичних примера.
4. АНАЛИТИЧКО РЕШЕЊЕ ПРОБЛЕМА
Претпоставиће се да је за одређени интервал температура 0 до t функција 
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 унапред позната, на пример одређена експериментално што је најчешћи случај. На бази тога, одредиће се директно зависност c = f(t) без одређивања размењене специфичне количине топлоте, односно  без извођења експеримента.
Према слици 2, где је приказана зависност стварног специфичног топлотног капацитета од температуре c = f(t), посматра се шире температурско подручје за интервал температура 0 дo t. При овоме почетна температура je 0[°C], док је нека крајња произвољна температура t [°C] . За ово подручје средњи специфични топлотни капацитет је непромењен и означен је са 
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, док је стварни специфични топлотни капацитет c променљив и зависи од температуре, тако да на пример у произвољној тачки 1 има вредност c1 која се односи за температуру t1. Овакве ознаке уведене су првенствено из практичних разлога, ради једноставнијег извођења релација које следе.
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Слика 2. Зависност стварног специфичног топлотног капацитета од температуре за интервал      температура 0 до t

Средњи специфични топлотни капацитет за интервал температура 0 до t, по дефиницији је:
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где је функција f(t) = c(t) 

Одавде следи да је:
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што представља једнакост површина на слици 2. 

Ако диференцирамо обе стране једначине (10) биће:
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Према правилима извода производа функција и извода одређеног интеграла функције, следи да је:
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Одавде следи да је:
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односно тражена зависност стварног од средњег специфичног топлотног капацитета у функцији температуре t:
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Ако општу зависност 
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према претходном биће:
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Користећи изведене релацију (14), тражена зависност биће: 
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Слика 3. Графички приказ принципијелних зависности 
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Код термодинамичких прорачуна у пракси обично је 
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4

£

n


Очигледно у релацији (14) је 
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, док се c односи на неку произвољну температуру t. С обзиром на изведену релацију (14) следи да увек постоји разлика 
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, слика 3., па се на основу тога може дати принципијелна зависност c = f (t)
5. КОРЕЛАЦИЈЕ ЗА РАЗМЕЊЕНУ КОЛИЧИНУ ТОПЛОТЕ
Према изведеном моделу, размењена количина топлоте у општем случају за интервал температура од 0 до t биће:
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Одавде се након интегрирања добија коначно:
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Изведене релације(17) и (19) важе за произвољан полином n-тог степена функције 
[image: image48.wmf])
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, и омогућују директну примену, с обзиром да су константе α, β, γ,.....φ познате према (15).
За произвољан интервал температура t1 ÷ 
t2 нема препреке за примену изведених релација при одређивању величина  односно 
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. При овоме користе се релације (2) и (4). Слично се поступа и код одређивања промене унутрашње енергије и енталпије за случај полуидеалног гаса.
  Размењена специфична количина топлоте, за произвољан температурни интервал 0-t, као што је речено може се одредити преко две релације:
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Овде је као што је речено 
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Сада размењену количину топлоте, такође за произвољан интервал температура од 0 до t, можемо одредити на још један начин, у сложенијем облику:
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Добијена релација је функција температуре и може послужити за разне термодинамичке анализе, с обзиром да је специфична количина топлоте изражена преко [image: image60.png]


 извода од 
[image: image61.wmf]c

 по температури.
6. МОГУЋНОСТ ПРИМЕНЕ ДОБИЈЕНИХ РЕЗУЛТАТА
      6.1 CO2 КАО ПОЛУИДЕАЛАН ГАС
Средњи специфични топлотни капацитет при p = const. за CO2 као полуидеалан гас, одређен је експериментално у зависности од температуре за 5 тачака,  према табели 1., [23,30]. Конструкцијом графика 
[image: image62.wmf])
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према табели 1. запажа се да линеарна и квадратна апроксимативна функција не би задовољиле. Кубна функција би задовољила али би било неопходно применити, на пример методу најмањих квадрата. Да би се до решења брже дошло, не примењујући рачунарски програм, а с обзиром на број експерименталних тачака, зависност ће се предпоставити у облику функције четвртог степена:  
Табела 1. Експерименталне вредности 
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	Eksper. tačka
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	Temperatura   
 t [ºC]
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	Средњи специфични топлотни капацитет
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	0,854
	1,135
	1,246
	1,325
	1,384


Да би се до решења брже дошло, не примењујући рачунарски програм, а с обзиром на број експерименталних тачака, зависност ће се предпоставити у облику функције четвртог степена:  
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Заменом експерименталних вредности  у (21) добија се да је:
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Слика 4. Дијаграм стварног и средњег специфичног топлотног капацитета за CO2 као полуидеалан гас 
Коефицијенти функције (22) очигледно биће одређени из услова да крива пролази кроз све експерименталне тачке, што ће омогућити велику тачност апроксимације. Из прве једначине, добија се директно коефицијент α док је преостали систем од четири једначине решен Крамеровим правилом, користећи детерминанте,:

α = 0,854


β = 8,87·10-4


                                γ = -8,47·10-7                                                                                          δ = 4,36·10-10 

            ε = -8,40·10-14




                        (23)

Заменом добијених коефицијената у (21) добија се тражена зависност
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С обзиром на релацију (14), прави односно стварни специфични топлотни капацитет биће у облику аналитичке зависности:
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Према овој релацији на слици 4 дата је зависност cp=cp(t) за CO2 као полуидеалан гас.

Исто тако за овај  случај разменјена количина топлоте за интервал температура 0-t може се једноставно добити према релацији (19) у облику аналитичке зависности. 
6.2 ДВОАТОМНИ ПОЛУИДЕАЛАН ГАС
Као што је речено, средњи молски специфични топлотни капацитет при в = цонст, према Еинстеину, за двоатомне гасове дат је једначином (7) у облику експоненцијалне функције у  [kJ/kmolK].
На бази једначине (7) и дефиниције за промену унутрашње енергије, изводи се средњи моларни специфични топлотни капацитет за интервал температура 0 до t  [°C], [19,23]:
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Применом изведеног аналитичког модела (14), користећи релацију (25) директно ће се одредити релација за стварни моларни топлотни специфични капацитет за произвољан температурски интервал   0 до t. 

Прво се одређује извод израза (25), користећи правило извода производа:
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               (26)

Извод последњег члана у релацији (26), с обзиром на извод сложене функције биће:
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Заменом добијеног извода у релацију (26) биће:
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Множењем (28) са температуром t, добија се да је:
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За стварни моларни топлотни капацитет према (14) биће: 
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 (30)
Заменом (25) и (29) у (30), након одређених математичких операција, добија се коначно:
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               (31)
Проверу тачности релације (31) можемо извести на пример за кисеоник као полуидеалан двоатоман гас за температуру t = 2227°C (T = 2500K), где је карактеристична температура     θ = 3340 K, [2, 7, 8, 23].
Заменом ових вредности у (31), стварни моларни топлотни капацитет биће 
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За задати температурски интервал, 1500 - 3000°C, средњи моларни топлотни капацитет по линеарној интернационалној формули за O2 биће, [5, 7,24,25,26]:
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                                    (32) Користећи изведени модел (17), с обзиром да је за линеарни модел коефицијент β = 2, директно се добија релација за стварни моларни топлотни капацитет:
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Заменом задате температуре у (33) добија се да је:
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Грешка која се чини коришћењем Ајнштајновог модела је око 3,1%.
6.3 ВОДА КАО РЕАЛАН ФЛУИД
Према Диетерициу, за интервал температура од 0 до 250°C за воду, у пракси се често средњи специфични топлотни капацитет одређује према релацији, [10, 16,17,27]: 
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             Релација важи за нормалан притисак. С обзиром на модел (17), претходна релација  има облик:
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            (34) Поређењем последње две релације, коефицијенти ће бити:

α = 4,179
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            (35) Стварни специфични топлотни капацитет према изведеном моделу (17), биће:
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               (36) Заменом коефицијената (35) у (36), биће коначно
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Релације за средњи и стварни специфични топлотни капацитет имају параболичну зависност и представљене су на сл.5.

Стварни специфични топлотни капацитет, према релацији (36) има свој минимум при:
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            (38)

Заменом коефиcијената β, γ, добија се tm = 25°C, што представља температуру при којој је cmin..
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Слика 5. Зависност cp = cp (t) добијена на бази 
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6.4 ПОЛУИДЕАЛНИ И РЕАЛНИ ГАСОВИ
За групу полуидеалних гасова, азот и угљендиоксид као и реалне гасове, ваздух и водену пару, према табели 2. дати су експериментални подаци за средњи специфични топлотни капацитет при нормалном притиску. Подаци се односе за температурски интервал 0 дo t и узети су према литератури [6,28,29,30]:

Табела 2. Експерименталне вредности за 
[image: image104.wmf]p

c

  [J/kg(C] неких полуидеалних и реалних гасова у зависности од температуре 
	  Редни број
	t[(C]
	N2
	CO
	ваздух
	H2O

	1
	0
	1,039
	1,040
	1,004
	1,858

	2
	250
	1,046
	1,050
	1,016
	1,960

	3
	500
	1,066
	1,075
	1,039
	2,010

	4
	750
	1,094
	1,105
	1,066
	2,052

	5
	1000
	1,118
	1,130
	1,091
	2,090

	6
	1250
	1,140
	1,154
	1,113
	2,160

	7
	1500
	1,160
	1,173
	1,131
	2,252

	8
	1750
	1,177
	1,190
	1,147
	2,360

	9
	2000
	1,191
	1,203
	1,161
	2,480

	10
	2250
	1,203
	1,216
	1,173
	2,501

	11
	2500
	1,214
	1,226
	1,184
	2,533


Према табеларним подацима на слици 6 и слици 7, нацртане су криве зависности  
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Користећи одговарајући нумерички програм, с обзиром на облик добијених кривих и шири температурски интервал, све криве су апроксимиране полиномом трећег степена. 
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Преко истог програма извршена је провера адекватности модела као и сигнификантности коефицијената.
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Слика 6.  Зависности cp = cp (t), добијене на бази експерименталних зависности 
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Користећи општи аналитички модел (17), зависност стварног специфичног топлотног капацитета од температуре добија се директно као 
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где су коефицијенти α, β, γ, δ, узети према познатој релацији (39).

Добијени аналитички изрази за 
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c

и cp, за све гасове унесени су у табелу 3.
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Слика 7. Зависности cp = cp (t), добијене на бази експерименталних зависности 
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Зависност cp = f(t), добијена према релацији (40), за посматране гасове приказана је такође на слици 6. и слици 7. 

Упоређивањем вредности добијених према функцијама cp = f (t), табела 3., са табличним вредностима добијеним експериментално према [3,9,14], запажа се њихово добро слагање.
Табела 3. Стварни и средњи специфични топлотни капацитети полуидеалних и реалних гасова у аналитичком облику
	Ред. бр.
	Гас
	Специфични топлотни капацитет
[J/kг(C]
	Стандардна грешка
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7. ЗАКЉУЧАК
Иако се у пракси више користи средњи специфични топлотни капацитет, многе проблеме у термодинамици полуидеалног и реалног гаса, немогуће је решити без познавања стварног специфичног топлотног капацитета, односно његове зависности од температуре. Ово посебно долази до изражаја код теоретских анализа и успостављања термодинамичких односа у диференцијалном облику, посебно код одређивања карактеристичних термодинамичких функција. 

Зависност 
[image: image123.wmf])
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за полуидеалне и реалне гасове, када је у питању шири температурски интервал углавном се приказује преко две линеарне функције добијене на основу експеримената. Ова околност доводи до отежаног одређивања корелације 
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 па се због овога прибегава експерименталном одређивању такође две линеарне функције c = f (t). Очигледно предложени модел решава овај проблем на ефикасан начин. 

Изведена релација (20) за размењену специфичну количину топлоте има сложенији облик од постојеће две и може се применити у теорији термодинамике полуидеалних гасова. Релација важи такође за горе дефинисани температурски интервал. 

Приказани модел, за разлику од постојећег, у општем случају решава постављени проблем за шири температурски интервал 0 до t када је зависност средњег специфичног топлотног капацитета  полином произвољног степена, односно произвољна експоненцијална функција 
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Узимајући у обзир услове под којима је изведена главна релација модела следи да се иста   може применити за било који процес полуидеалног и реалног гаса, односно флуида где је позната зависност средњег специфичног топлотног капацитета од температуре. Тачност добијених резултата првенствено зависи од тачности експерименталне функције  
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Изведене релације могу се сматрати општим моделима, па их је могуће директно применити за одређивање зависности 
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и q = f (t) без извођења експеримента. 

Све релације су изведене за шири интервал температура 0 дo t , али се на једноставан начин могу применити за произвољан температурски интервал t1 дo t2. 

Изведене главне релације модела у аналитичком облику погодне су за примену када се термодинамички прорачуни изводе коришћењем рачунара што је чест случај у новије време. 
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SOLVING SOME PROBLEMS IN FIELD OF HEAT CAPACITY BY USING OF NEW CORRELATION

Abstract: In the thermodynamics practice, both for semi – ideal and for real gases, the dependence of the middle specific heat capacity of temperature, is usually determined by experimentally as linear function, mainly, for the relatively short temperature range.. In addition to this, for the purpose of various analyzes, both in theory and in practice, is necessary to know the dependence of the real specific heat capacity of temperature also. Due to this, in this paper was the definition of the middle specific heat capacity for certain, selected a suitable temperature range, by using differential and integral calculus, analytical dependence is derived from the real specific heat capacity and the middle specific heat capacity. The relation which is given in the differential form for defined temperature range, allows direct troubleshooting without special restriction on its use. By using the resulting dependence, the general model is derived in the form of polynomial of arbitrary degree by depending of temperature, which is faster and more convenient for practical application of the current model, which has not a general character. Also the existing model is not the most appropriate because it solves the problem given indirectly, considering it requires analytical dependence of the amount of exchanged heat. Correlation which has derived in this paper, can be effectively applied to obtain of depending on the amount of exchanged heat between the temperature and also for the observed temperature range. 

Derived analytical relation was used to obtain another relation to the amount of exchanged heat which have a more complex form of the existing two, which can be applied for various thermodynamic analysis. 

Verification of the present model and the possibility of its application is given to a few characteristic examples of semi – ideal and real gas and CO2 gas as semi – ideal based on the experimental results, the diatomic semi - ideal gases starting from Einstein relation, water as real fluid starting from the Dieteritium relation, and at the and characteristic group of real gases. Therefore, it is seen wider temperature range.   

Key words: The real middle specific heat capacity, semi – ideal and real gas, the temperature of gas, differential and integral calculus, analytic correlation.   
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