Primene metoda Grinovih funkcija za istraZivanje kristalnih struktura

Apstrakt

Metod Grinovih funkcija je jedan od veoma moc¢nih i pouzdanih kvantno-statistickih metoda teorijskih istrazivanja u
fizici ¢vrstog stanja, jer njega Cini potpuno zatvoreni formalizam, u kom okviru se moZe u potpunosti resiti problem
sistema Cestica i kvaziCestica, odnosno izracunati energije i vek trajanja elementarnih pobudenja, kao i statisticke
srednje vrednosti odgovarajucih fizickih veli¢ina. Grinove funkcije zavise i od prostornih i od vremenskih varijabli, te
se ovaj metod moZe uspesno primeniti i na proucavanje veoma specificnih osobina nanoskopskih struktura. U
ovom radu smo prezentovali opsti postupak definisanja Grinovih funkcija i nacin njihove upotrebe radi
izracunavanja mikroskopskih i makroskopskih osobina posmatranog fizickog sistema. U drugom delu, ovaj
postupak je ilustovan na odredivanju termodinamike feromagnetika, te na analizu optic¢kih svojstava molekulskih
kristala.
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Applications of Green's function Methods for Research of Crystal Structures

Abstract

The method of Green's functions is one of the most powerful and reliable quantum-statistical methods of
theoretical research in solid state physics, because it consists of a completely closed formalism, in which the
problem of particle and quasiparticle systems can be completely solved elementary excitations, as well as
statistical mean values of corresponding physical quantities. Green's functions depend on both spatial and
temporal variables, and this method can be successfully applied to the study of very specific properties of
nanoscopic structures. In this paper, we present the general procedure for defining Green’s functions and the
manner of their use in order to calculate the microscopic and macroscopic properties of the observed physical
system. In the second part, this procedure is illustrated on the determination of the thermodynamics of
ferromagnetic, and on the analysis of the optical properties of molecular crystals.
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1. Uvod

Grinove funkcije (GF) predstavljaju statisticke srednje vrednosti vremenski uredenih
proizvoda dva kompleksa Hajzenbergovih operatora [1-10]. Jedan od kompleksa deluje u
trenutku vremena t, a drugi u nekom drugom trenutku t'. Vremensko uredivanje sastoji se u
tome Sto se proizvod dva kompleksa mnozi jedinicom, ako operatorski kompleks koji deluje u
ranijem trenutku vremena stoji u proizvodu desno od kompleksa koji deluje u kasnijem
trenutku vremena. U slucaju da se kompleksi mnoze obrnutim redom, proizvod se mnozi
nulom, tj. uzima se da je takav red delovanja operatorskih kompleksa nedopustiv. Posto su
opisane: operacija uredivanja po vremenu i operacija statistickog usrednjavanja — nezavisne,
red naznacavanja ovih operacija je proizvoljan.

Navedena definicija GF nije uvedena vestacki [8-10]. U opisanoj formi one se pojavljuju
prilikom izracunavanja srednjih vrednosti fizickih karakteristika sistema na koji deluju spoljasnja,
vremenski zavisna polja. PoSto sistemi (materijali) nisu i ne mogu biti izolovani od okoline,
izracunavanje njihovih karakteristika u spoljasnjim poljima predstavlja onaj deo teorijske analize
Ciji rezultati odmah imaju neposrednu primenu. Spoljasnja polja mogu da egzistiraju stalno i
nezavisno od covekove Zelje i volje, ali je joS CeS¢i sluCaj da se materijali stavljaju u razlicita,
po-potrebi i vestacki stvorena polja u kojima se njihove odredene ili precificne osobine mogu
sasvim ispoljiti. TipiCan primer za ovo je stavljanje metala u spoljasnja elektri¢na polja koja
haoti¢no kretanje njihovih slobodnih elektrona usmeravaju, tj. pretvaraju ga u elektri¢nu struju.
U procesu analize uticaja spoljasnjih polja na materijalne sredine pojavljuje se niz bitnih
fenomenoloskih karakteristika materijala kao Sto su transportni koeficijenti (koeficijent
elektricne i toplotne provodljivosti, koeficijent difuzije itd.), dielektricna permitivnost,
magnetna permeabilnost, elektricna otpornost i mnoge druge [4-7]. Bitni sastavni deo
objasnjenja pojave i ponasanja pomenutih fenomenoloskih karakteristika su GF, pa je
razumljivo da je njihovom proucavanju posveéena posebna paznja.

Operatorski kompleksi koji ulaze u sastav GF sastavljeni su od operatora kreacije i
anihilacije elementarnih pobudenja koja nastaju u sredini. Zbog toga, GF zavisi od energije
elementarnih pobudenja sredine, a preko nje od mikrokarakteristika sredine kao Sto su
elektronska ili neka druga stanja atoma ili molekula, medumolekulske sile, lokalna polja
elementarnih celija — ako se radi o kristalnoj sredini itd. Ulazeé¢i kao takva u sastav
fenomenoloskih karakteristika sredine, GF predstavlja most koji povezuje makroskopske
(fenomenoloske) karakteristike sredine sa njenim mikrokarakteristikama [4—7]. Kada se ova
veza zna, moZe se pristupiti usavrSsavanju materijala (menjanju njegovih karakteristika, npr.
putem dopiranja ili sintetizovanju novih meterijala, sve do nanostruktura) sa ciliem da im
makroskopske karakteristike postanu bolje i efektivnije u neposrednoj (prakti¢noj) primeni ili da
se objasne i saznaju mehanizmi koji dovode do izmena makroskopskih osobima uzoraka velikih
dimenzija [11-19].

Sve Sto je navedeno, prestavlja razlog zbog koga se osobine GF i nacini njihovog
izraCunavanja decenijama izu€avaju i usavrsavaju. Metod dvovremenskih temperaturskih GF,
sastoji se u izraCunavanju vremenski uredenih statistickih srednjih vrednosti operatorskih
proizvoda primenom Hajzenbergovih jednalina kretanja. Ovakvim postupkom dobija se
beskonacan lanac medusobno povezanih jednacina koji odreduju trazenu GF [1-3]. Da bi se
dobio analiti¢ki izraz za trazenu GF, lanac jednacdina se mora preseéi na osnovu nekih,



manje-vise opravdanih, kriterijuma. Nacin presecanja lanca jednacina, kriterijumi koji se tom
prilikom koriste i rezultati koji se, zavisno od nacina presecanja, dobijaju — bi¢e predmet daljeg
izlaganja. Opste ustanovljeni kriterijumi za zatvaranje sistema jednacina koji odreduje GF
(presecanje lanca jednacina) danas ne postoje, pa je to onaj deo teorije, dvovremenskih
temperaturskih GF, koji zahteva dalja intenzivna istraZzivanja. A ovo je vazno posebno zato sto je
rezultat upotrebe metoda sa ovim GF, ako se iskljuce slucajevi kvadratnih (harmonijskih)
hamiltonijana sistema, aproksimativan, ali je je potrebno da adekvatno reprodukuje osobine
ispitivanog sistema. Ovaj problem svodi na Sto tacnije zatvaranje lanca jednacina. Ne moze
reSiti beskonacni lanac jednacina, a izbor najrelevantnijih procesa presecanja i danas vise u
domenu intuicije, nego nekih opstih i strogih pravila.

Dakle, dalje izlaganje ¢e se odnositi na metod kvantnih dvovremenskih, temperaturskih
(K2VT) GF. Pre prelaska na matematicki formalizam treba reci da je popularnost ovog metoda u
porastu, pored ostalog i zbog njegove samousaglasenosti ( self-consistence). To znaci da se u
okvirima metoda nalazi sve $to je potrebno za opisivanje sistema — i energije elementarnih
pobudenja i statisticke srednje vrednosti fizickih karakteristika sistema, pa nema potrebe za
,,pozajmicama" iz drugih oblasti ili iz drugih metoda [1,2,8-10]. Ovakav proracun, ima niz
preimudstva od kojih je, verovatno, najvaznije — bolja moguénost procene greske.

2. Osnovne osobine K2VT GF

Ovde ce biti prikazane osobine komutatorske GF koja predstavlja vremenski uredenu
statisticku srednju vrednost komutatora dva operatorska kompleksa koji deluju u dva razlicita
trenutka vremena [1-3,8-10]. U ovoj, komutatorskoj formi, GF se pojavljuje prilikom
izraCunavanja srednjih vrednosti fizickih karakteristika sistema, kada na njega deluje spoljasnje,
vremenski zavisno polje. Ovakvi racuni su perturbacionog tipa i u velikoj vedini prakti¢nih
primera izvode se u aproksimaciji koja je linearna po spoljasnjoj perturbaciji. Ova linearna
aproksimacija naziva se linearni odziv sistema na spoljasnju perturbaciju. Treba naglasiti da
rezultati ovakve, linearne aproksimacije, vrlo verno reprodukuju vecéinu fenomenoloskih
karakteristika sistema i da se viSim aproksimacijama pribegava u izuzetno retkim slucajevima.
Pored komutatorskih GF, postoje i antikomutatorske GF (kao srednje vrednosti dva
antikomutatorska kompleksa) koje su pogodne za analizu fermionskih sistema i kauzalne GF
(kao srednje vrednosti proizvoda dva operatorska kompleksa). Rezultati analize komutatorskih
funkcija se vrlo jednostavno prenose na antikomutatorske i kauzalne funkcije, pa nije potrebno
da se ove posebno ispitaju.

Prema tome, K2VT GF definise se na sledeci nacin [1,8—10]:

G, x, t,t)y =0t —t) Sp{lA(x,t),B(x',t)]o}, (2.2)
gde je O(t —t") Hevisajdova step-funkcija, a ¢ statisti¢ki operator kanoni¢kog ansambla:
6 =e-M/6, (2.2)
dok su operatorski kompleksi A(x,t) i B(x',t") dati u Hajzenbergovoj slici:
A(x,t) = et/ g(x)e B t/h,  B(x' t") = e!BU/RB(x") e~ H /N, (2.3)

U izrazu (2.2) sa F je oznalena slobodna energija, a sa H hamiltonijan sistema. Veli¢ina
0 = kgT karakteriSe razmenu energije izmedu sistema i termostata. Prostorne koordinate x i
x', u op$tem slu¢aju mogu da budu komponente radijus vektora u nekom N-dimenzionom



hiperprostoru: x = (x1,%, -, xy) i x' = (x',x'5, -+, x'y).

Definicija (2.1) je uvedena [8—10] rukovodedi se Cinjenicom da se ona upravo u tom obliku
pojavljuje u izrazu za linearni odziv sistema. Prema toj definiciji najopstijeg tipa, GF zavisi od
etiri promenljiva argumenta: x,x’,t,t’. Ovakve GF pojavljuju se u analizama sredina koje nisu
prostorno homogene i kod operatorskih kompleksa A i B koji eksplicitno zavise od vremena.
Proracun ovakvih GF je veoma komplikovan, a neki konkretni zaklju¢ci se mogu doneti tek posle
numericke analize. Zbog toga se u teoriji GF pribegava izvesnoj idealizaciji realne situacije:
smatra se da je sredina prostorno homogena i neograni¢ena i da su operatorski kompleksi A i
B nezavisni od vremena. Tada GF zavisi od dve “zdruzene” promenljive x —x’ i t —t'. Uz sve
ograde o tome koliko se realni sistemi mogu smatrati prostorno homogenim i beskonacnim (a
eksperimentalni podaci donose sud o ispravnosti), dalje ¢e biti analizirane GF prostorno
homogenih i beskonacnih sredina, pa se — umesto opstijeg izraza (2.1), koristi:

Gx—x,t—th=0(t—-t") Sp{[A(x,t),B(x',t")]o}. (2.4)

2.1. Uvodenje korelacionih funkcija

Uizrazu (2.4) za K2VT GF, figurisu statisticke vrednosti operatorskih proizvoda:
]AB(x - x,r t— t’) = Sp {A(x, t)' B(x" t’)é};
]BA(x - X’, t— t,) = Sp {B(x,' t,)'A(x' t)é}

koje se nazivaju korelacione funkcije (KF) [1-3]. Treba zapaziti da KF, konstruisane od operatora

koji deluje u istoj tacki prostora i u istom trenutku vremena, ne zavise ni od prostornih, ni od
vremenskih promenljivih. Na osnovu (2.5), izraz (2.4) za GF prelazi u:

Gx—xt—thY=0(t—-thJug(x —x,t = t") = Jga(x — x', t = t)], (2.6)
pa se analizom KF mogu izvesti neki vazni zaklju¢ci koji se odnose i na GF. Spur se, u izrazu (2.4),
uzima po svojstvenim funkcijama hamiltonijana sistema H, tj.
Hlk) = Ei|k), (2.7)
gde su Ej energije sistema u kvantnom stanju |k). S obzirom na (2.7), vaze relacije:
eiFI t/hlk) — eiEk/h|k); |k> eiﬁ t/h — <k| eiEk/h;
e /9 |ky = e E/O|kY; k) e /0 = (k| e Fx/?,
koje ¢e se koristiti prilikom konkretizacije izraza (2.5) za KF Jg,(x — x', t — t"). Ako se iskoristi
projekcioni operator P =Y, |I)(1|, izraz za KF Jpa(x — x',t — t') moze se transformisati:
Jpa(x —x',t —t') = Sp{B(x',t') A(x,£)8} = e Sp {B(x',t') A(x, )e /%) =

= e"/0 " (k| B, t)) AGx,6) e 01k) = €10 )" (] BG, £ ACx, ) e /9 [k) =

(2.5)

(2.8)

k k,l
= e/ Z (k| B(x)[IX] A(x)[k) eFx/® e=iEr-EDE=tO/R,
k.1
$to se posle smene t —t' = 7 svodi na:
Joa(x — x',7) = €19 3y, (kIB(x)INLAQx) k) e Fr/f e {EEDT/R - (3.9)

Posle mnoZenja sa e!®? iintegracije po T € (—o0.+), (2.9) postaje:

f t: dr e'? Jpalx —x',7) = (2.10)



+o00
= eF/BZ (k| B(x")|IX1] A(x)|k) e Ex/® f dr e e~ Ex=ED/hlT
k,l -

Furijeov lik KF Jg4(x — x',T), u odnosu na transformaciju vreme—frekvencija, definise se kao:
Jpa(x —x',w) = — [ 7% dr Ty, (x — ¥, 7), (2.11)
pri ¢emu je inverzna transformacija:
Jpalx —x', 1) = ft: dw e™17 Jp.(x — x', w). (2.12)

Ako se, pored (2.11), uzme u obzir da je:

Ex — E

+00
f dr e H@=@K)T = 271§ (w — ) = 2nh 6 (E — Ey),

gde su: wy; = Ey/h, E = Ex —E; i E = hw, relacija (2.10) ée se svesti na:

Joa(x —x',w) = ef/f Z (kIBO XA k) e /08(w — wp) =
k|l

= hes Yk (kIBGNIIUACO k) e B0 8(E — Epy. (2.13)

Dirakova delta funkcija je singularna funkcija [1,2], pa se na osnovu rezultata (2.13) moze
zakljuéiti da Furijeov lik KF Jg4(x — x', w) ima singularitet za hw = E = E} — E;. Zbog ovoga,
velicina E uizrazu (2.13) mora se tretirati kao kompleksna.

Posto E, — E; predstavlja promenu energije sistema pri prelasku iz kvantnog stanja |k)
u kvantno stanje |l), ova razlika se moZe tretirati kao energija elementarnog pobudenja
sistema pri prelasku iz jednog stanja u drugo. S druge strane, empirijsko iskustvo pokazuje da se
nastala pobudenja sistema tokom vremena gase, tj. da elementarna pobudenja imaju konacno
vreme Zivota. Razlozi za gasenje elementarnih pobudenja su veoma razliCiti, a najceSce su
medusobna interakcija pobudenja, zatim interakcija sa drugim pobudenjima (najc¢esée
fononima) i efekti trenja sa atomima koji sacinjavaju sistem. 1z ovih razloga i veli¢ina Ej, — E;
mozZe da ima imaginarnu popravku, koja je obi¢no daleko manja od realnog dela.

Zbog ovih napomena, zakljuc¢ak koji sledi iz (2.13) se moZe formulisati iskazom:
singulariteti KF Jga(x —x',w) = Jga(x — x',E/R) (a ujedno i GF) u kompleksnoj E-ravni
odreduju energije i vremena Zivota elementarnih pobudenja sistema. Pri tome, realni deo
singulariteta definiSe energiju elementarnih pobudenja, a imaginarni deo odreduje vreme
Zivota i to tako Sto se konstanta A deli intenzitetom imaginarnog dela.

KF Jug(x —x',t —t') moZe se transformisati na sli¢an nacin kao i funkcija Jz,.Da bi se
lakSe odredila veza izmedu Jup i Jga, U izrazu (2.5) za J4p prvo se izvrSe dve ciklicne
permutacije operatora, pa se tek onda izra¢unava Spur. Znaci:

]AB(x - x,r t— t’) = Sp {A(x, t) B(x" t’)é} = Sp {@A(x, t) B(x" t’)} =

H

- eF/"Z (k| BCE, ) €75 A(x, £)|k) = egz (kIB(x', ") e~/ |I)(1] ACx, £)|K) =
k k,l

,At’ .At’ N .At’ -At’
= ef/o Z (k| e 7B (x")e™ "% e7T/0 [IX1|e® H(x) e™'F |k) =
Kl



E .
= 0 (kIBGINUIA) k) €78 eiomtte) eFlo,
k|l

$to posle zamene t —t' = T postaje:
E E

Jap(x = ¥',7) = €8 Ty (KIBGOIDUAGIK) €70 emiomres . (2.14)

Posle Furijeovih transformacija vreme — frekvencija, (2.14) se svodi na:
E Ekl

Jap(x —x', w) = egz (I BEOINUIA@IK) €77 8(w — wj) €6 =
k|l

= e hed Yy (KIBGOIUAI) € 8(E — Eyo). (2.15)
Furije lik KF J,5(x — x', 7), definisan je sa:
Jap(x —x",w) = %f t: dr 7,5 (x — x', 1), (2.16)
a inverzna transformacija glasi:
Jap(x —x',7) = f:: dw e™7 [up(x — ', w). (2.17)
Poredenjem izraza (??) i (2.16) dobija se veza izmedu ovih KF:
Jap(x —x',w) = eF/Op,(x — X, w); E = hw. (2.18)

Odavde je lako konstatovati da ove dve KF imaju iste singularitete u kompleksnoj E-ravni.

2.2. Veza Grinove i korelacionih funkcija

Veza izmedu ovih funkcija data je u samoj definiciji GF (2.6). Ovde ce biti ispitano kakav
oblik veze ima ovaj definicioni izraz posle Furijeovih transformacija vreme — frekvencija. Posle
zamena t —t' = 7 u (2.6), dobija se:

G(x —x',7) = 0(@)[Jap(x — x',7) = Jpa(x — X, T)]. (2.19)
Hevisajdova step-funkcija predstavlja integral Dirakove delta-funkcije, pa se moze pisati:

@(T) = f dt 6(’1‘) = %f d,l.ftz da)” e_i“’”T _ L +00 " e—lw!T

2w —oo w+is -’

Ako se, osim ovoga, izvrSe Furijeove transformacije [2] GF i KF:
+00 o,
Gx—x',1) = J- dw'e 7T G(x —x',w");

+ 00
Jap(x —x', 1) = f dw' e " ] ap(x — x', "),
BA —oo BA

pa se sve to zameni u (2.19), dobija se:
lim [ dw' e G(x —x', 0’ +i8) = (2.20)

§o+00 "
’

[ e (7 = 1)Joale = %)
— / ma—i(w' +0')T
—zﬂf_oodwdwe ST

Zavrsni stav u (2.20) dobijen je na osnovu (2.18). Posle mnozZenja (2.20) sa e
beskonacnim granicama po 7, sledi rezultat:

0T i integracije u



ehwl/G

_I)JBA(X_XI'(‘)’) (2 21)

w'—wFid

i , i +00
llmG(x—x’,wil(S):_'f dwl(
5-+0 2mi Y —o

1 —

w-0¥is w-w
. . P +00 ehw!/6 _1 Ji X—X1,w! ehw!/60 _4
lim G(x —x",w' +i8) =— dw'( )BA( ) 4

5-+0 271 —00

Kako je: limg_, ¢ + ind(w’ — w), njegovom zamenom u (2.21), sledi:

Jpa(x — x', 0"). (2.22)

w'—w - 2
Posle oduzimanja: G_ — G, dobija se trazena veza izmedu Furijeovih likova KF i GF:
, G(x-x",w+i8)-G(x—x" ,w—-i8
Jpa(x —x', w) = ( 2(0, ( ) (2.23)
e 6 —1
Ako se (2.23) zameni u (2.17) i vrati smena 7 =t — t, dolazi se do formule koja je fundamen-
talna za odredivanje statistickih srednjih vrednosti proizvoda dva operatorska kompleksa:

Jpa(x —x",t —=t") =(B(x', t")A(x,t)) =
= [ o ottt SO CGx0-i8) (2.24)

ehw!/6_q
U ovom izrazu upotrebljen je ,,ekonomicniji“ nacin zapisivanja statistickih srednjih vrednosti —
umesto simbola Sp {( -+ )0} upotrebljen je simbol ( (- ) ). U daljem tekstu uglavnom ¢e
biti koris¢en ovakav simbolicki zapis.
Preko GF se moze izraziti i KF J,5. Za to je dovoljno da se u (2.20) iskoristi relacija (2.18).

Procedura racunanja je potpuno ista, pa ¢e biti navedeni samo finalni rezultati:
G(x—x!,w+id)—G(x—xI,w—id)

Jap(x — x', w) = 1— ehw/0 ) (2.25)
odnosno, za inverznu formu:
Jap(x —x',t —t') = (A(x',t') B(x, 1)) = (2.26)

Gx—x,w+i6)—G(x—x",w —i8)
1 — ohw/6 :

+00
- J- dow e—iw(t—tl)

Rezime analize izvrSene u ovom delu mogao bi se formulisati na slededi nacin. Poznavanje
komutatorske dvovremenske, temperaturske GF omogudava da se nadu izrazi za statisticke
srednje vrednosti proizvoda operatorskih kompleksa od kojih je konstruisana. Ove srednje
vrednosti su KF i ulaze u definicioni sastav mnogih fizickih veli¢ina.

2.3. Sistem jednacina za GF
Radi vece preglednosti lanca jednacina za GF, pogodno je (2.1) zapisati u ovim oznakama:
((A(x, )| B(xX',t) ) = 0(t — ') ([A(x, ©), B(x', t)]), (2.27)

gde (( | )) oznacava GF, dok je ( (- ) ), kao Sto je ve¢ napomenuto, zamena za Spur
odgovarajuce velicine [1-3,8-10]. Od dve uglaste zagrade u izrazu za GF — jedna oznacava
statisticko usrednjavanje, a druga — u kombinaciji sa vertikalnom crtom, ,,opominje” da je
proizvod operatorskih kompleksa ureden po opadajuéim vremenima.

Ako se izraz (2.27)) diferencira po vremenu, dobija se:

% ((A(x, 0)] B(x', 1) )) = 6(¢ — t') ([A(x, £), B(x", )]) + (2.28)

+0(t —t")( % A(x, t),B(x', tY]).

U prvom ¢lanu na desnoj strani ovog izraza, oba operatorska kompleksa deluju u istom trenutku
vremena, Sto sledi iz definicionih osobina §-funkcije: §(a x) = 6(x)/|al, a = const.



Na osnovu Hajzenbergovih jednacina kretanja [4—7] sledi:

= AG ) = = [A(x, ), H(®)], (2.29)
pa jednacina (2.28) postaje:
ih% ((A(x, )] B(x,t) )y =in6(t —t") ([A(x, ), B(x,)]) + (2.30)
+0(t — t") ([[A(x, ), H(D)], B(x', t)]).
S obzirom na (2.27), ocCigledno je da drugi ¢lan na desnoj strani ovog izraza predstavlja neku

novu GF, koja se naziva visSa GF. U praksi, visa GF u sebi sadrZi sloZenije operatorske
komplekse nego polazna GF od koje nastaje lanac jednacina. Ako se izraz za viSu GF:

([AC, ), H®l B, t))) = 0(t — ") ([[A(x, £), H)], B(x', t)]),

diferencira po vremenu i ponovi opisana procedura, dolazi se do jednacine:
ih%(([A(x, t), H®)]| B(x',t"))) = ik §(t — ') ([[A(x, ©), H], B(X, )]y + (2.31)
+6(t — t) (|[[ACx, ), H(OL H©®)] BC, ¢,

u kojoj je visa GF izrazena preko sledece — jos vise GF:
([lAG, &), HOLH®]| B, t))) = 0t — ) (|[[A(x. ), HOLH®L B, )], (232)

a ova se, istim postupkom —izrazava pomocu jos vise, ... Na ovaj nacin nastaje beskonacni lanac
jednacina koji odreduje polaznu GF: ((A(x,t)| B(x', t"))).

Zavisno od oblika operatorskih kompleksa, ponekad je pogodnije da se lanac jednacina
formira uzastopnim diferenciranjem po vremenu t'. Takode, ponekad je uputno da se, prilikom
formiranja lanca jednacina, kombinuju diferenciranja po t i t'. Bez obzira na nacin formiranja,
lanac jednacina se zatvara ili, sam po sebi — preseca, samo u slu¢aju kada je hamiltonijan
sistema predstavljen kvadratnom operatorskom formom [1,2,8]. U svim ostalim slucajevima, a
takvih je daleko vise, hamiltonijan sadrzi, pored kvadratne i operatorske forme viseg reda. Tada
lanac jednacina ostaje beskonacan i polazna GF mozZe da se odredi samo priblizno i to tako Sto
se lanac, na osnovu neke dovoljno opravdane pretpostavke, na nekom mestu — presece.
Formalno gledano, presecanje lanca se sastoji u izrazavanju visih GF preko niZih. Pravila za
presecanje lanca ne postoje, mada se najc¢esc¢e eksploatiSe ideja malog parametra, ako ovaj
postoji. Prilikom analize sistema elementarnih pobudenja, obi¢no se kao mali parametar koristi
koncentracija elementarnih pobudenja, jer su, srecom, viSe GF srazmerne viSim stepenima
koncentracije.

2.4. Antikomutatorske i kauzalne GF
Na kraju ovog izlaganja treba se osvrnuti na ranije pomenute antikomutatorske i kauzalne
GF. Tako, antikomutatorske GF se definisu kao:
Ga(x — x5t —t) =0(t—t") Sp{{A(x,t), B(x,t)}6}; (2.33)
{A(x,t),B(x',t)} = A(x,t) B(x',t')) + B(x,t") A(x, t),
dok je definicija kauzalne GF:
Gc(x—x;t—th)=0(t—-t") Sp{A(x,t) B(x',t")o}. (2.34)
Na osnovu datih definicija, jasno je da se lanac jednacina za funkcije G, i G¢ formira na
isti naCin kao i za komutatorsku funkciju G. Zbog ovoga, moZe se ocekivati da, pri istom



stepenu tacnosti racuna, sve tri funkcije daju isti rezultat za energiju elementarnih pobudenja.
Tip GF bira se prema operatorima od kojih je konstruisana. Za Boze-operatore, proracun
srednjih vrednosti brzi je sa komutatorskom funkcijom, za Fermi-operatore — sa
antikomutatorskom. U svakom slucaju, izbor GF je samo stvar racunskog komoditeta i nikako ne
moze uticati na konacne rezultate.

3. Primeri primene metoda GF

U ovom delu biée prikazani karakteristi¢ni primeri primene prikazanog metoda GF u teoriji
kondenzovanog stanja materije.

3.1. Temperaturska uredenost feromagnetika

Ovde ¢e biti pokazano kako se, primenom metoda GF na ispitivanje ponasanja
feromagnetika sa spinom S =1/2, veoma lako dobija poznati Dajsonov rezultat za
magnetizaciju [4-7], ako se Pauli-operatori koji zadovoljavaju komutacione relacije:

[P7 Px] = (1 —2P7 P3)Srm; (PaPs) =0,

3.1
[Pz Pml =[P, Pr] =0; Pz =P: =0, 3.1)
predstave egzaktno preko Boze-operatora prema formuli [20-22]:
1/2 oo 1/2
Z ( Z)V B+VBV B P+:B+ ﬂB-l-va .
(1+v)! ' — (1+v)! ’
o (-2 1/2
Ptp = [Zv:O ((1+l)/)! B* (V+1)BV+1] ) (32)

Pedesetih godina proslog veka, intenzivnho se radilo na objasnjenju mehanizma
niskotemperaturske magnetizacije. Sam problem je vise metodoloSkog — nego prakticnog
znacaja, a 1956. godine Dajson je nasao ispravan izraz za magnetizaciju [1-3], ali sa veoma
sloZzenim proracunima spinskih statisti¢kih suma.

U Zelji da elegantnije dobije Dajsonov rezultat, Tjablikov je iskoristio metod K2VT GF
[1,4-7] za feromagnetni model sa spinom S = 1/2, ali sa pribliznim izrazom za predstavljanje
Pauli operatore — bozonskim:

P = By — B3 BiBy; P = By; Pi Py = B3 By

Ovaj metod je bio primamljiv, jer je — pored energija elementarnih pobudenja, davao i izraze za
srednje vrednosti fizickih karakteristika, dakle i samu magnetizaciju. Ipak, ovim pristupom
Tjablikov nije uspeo da reprodukuje Dajsonov rezultat — u izrazu za magnetizaciju, pojavio se
Clan srazmeran tre¢em stepenu temperature, koji je usao u literaturu pod nazivom ,,greska u
Spuru". Ovde ¢emo pokazati da metod GF daje ispravan rezultat za magnetizaciju, ali samo onda
kada se paulionske GF ispravno zamene bozonskim:

P; = B; — BfB5By; PT = B — BXB;+Bx. (3.3)

Kod feromagnetika sa spinom S = 1/2, spinski operatori se mogu predstaviti preko
Pauli-operatora: ST = P,S~ = P* i §4 =1/2 — PP, pa hamiltonijan tog feromagnetika ima
oblik [1-3,7-9]:

H= l] z PIP; — lz I57P3 Pz — lz I57P3 P3P~ Pm;
- 2 0 nin 2 nmigtm 2 nmig i ntmt m
n n,m nim



Jo = 2w lgm Inm = Imis lan = 05 Iim = Ii—m- (3.4)
Analiza sistema sa ovakvim hamiltonijanom krece od paulionske GF:

T35(0) = 0(0) ([Pa(t), P5(0)]) = ((Pa(®)|P5(0))), (3.5)
gde su a i b — vektori ¢vorova kristalne resetke i ©(t) — Hevisajdova step-funkcija. Ako se
ovaj izraz diferencira po vremenu i iskoriste Hajzenbergove jednacine kretanja, dolazi se do:

ih < Tas() = ih 8(t)8,5(1 — 2(P*P)) = S JoTgp(t) — 3 X LT (D) +  (3.6)
+ z Lzm{(Pz ()" Pz () Pm (D) | P (1)) — z Iam{(Pm () Pr(£)Pz(D)| P (0))).

m m
Pomocu reprezentacije P — B, datoj sa (3.4), od paulionskih, prelazi se na bozonske GF.

Tom prilikom koristi se Vikova teorema za Boze-operatore [1,9], a dobijaju se sledece veze:
[z () = (1 —4(B*B))Gz(b);
+
((Pa(O)*P5(H)P:(6)|P3 (0))) = ((Ba(t)* B5(t)Bs(t)|B (0))) = (3.7)
= (B3 By) Gz4(t) + (B3 Be) Gpg(t).
Ako se uzme (P*P) = (B*B) ($to vaZi u nultoj aproksimaciji), posle zamene (3.7) u (3.6) i

odgovarajucih Furije-transformacija, dobija se:
i 1+2(B}By)

Gp(@) = - —— (3.8)
k
odakle sledi:
@ -1
(BBg) = (1+2(B3Bp) 3 5x (eEE - 1) - (3.9)

Veli¢ina (P*P) se moZe izraCunati u aproksimaciji:
(P*P) =(B*B) — (B*%B?) ~ (B*B) — 2((B*B))~. (3.10)
Ako se u ovo uvrsti (3.9), sledi:

(P*P) = — Z L 2BtB)- !
=<) —m— N T~
NEEEE/G—]. N}eEE/G—l
1 1 3
—2((B*B))? =34 +0(z2), (3.11)

gde je ETED = hwg) = %
Ispravan izraz za magnetizaciju: o0 = 1 — 2(P*P), sa izradunatim sumama iz (3.11), ima
oblik koji je dobio i Dajson:
3 33m?
0 =1-203,13/% 7(5/2'55/2 - 7(7/2'57/2 — 6103/505,2T* + 0(¢%/%), (3.12)

— . .. 0 .. . .
gdesu: (p = Yoo, n~P —Rimanova zeta-funkcija, T = 7o @ I je integral spinske izmene za

najblize susede.

3.2. Kinematicke nivoi optickih pobudenja

Opticka pobudenja nastaju u kristalima pod uticajem upadne svetlosti [1,20]. Foton
prebacuje elektron iz osnovnog u neko pobudeno stanje i tako se stvara par elektron—Supljina —
eksiton. U poluprovodnicima — eksitoni Vanije—Mota imaju veliki radijus (Supljina je u valentnoj



zoni, a elektron u provodnoj), dok u molekulskim kristalima Frenkelovi eksitoni imaju mali
radijus, jer ostaju na istom molekulu.

Ovde c¢e biti analiziran sistem Frenkelovih eksitona. Da bi se proracuni uprostili,
razmatrace se slucaj kada kvanti upadne svetlosti prevode elektron u samo jedan tip pobude-
nog stanja (tzv. dvonivoska Sema). Tada su operatori kreacije i anihilacije eksitona -
Pauli-operatori i zadovoljavaju ve¢ date komtacione relacije (3.1).

Nastanak eksitona kao kolektivnog kristalnog pobudenija fizicki se predstavlja na slededi
nacin [20]: kvant svetlosti pobudi jedan molekul i ovo pobudenje se rasiri u vidu talasa kroz
kristal zbog interakcije izmedu molekula. Medumolekulske interakcije su dipol-dipolnog tipa i
po redu velicine su oko 0,01 eV. Energija pobudenja izolovanog molekula je znatno veca i iznosi
nekoliko eV, zavisno od toga koliku energiju poseduje upadni kvant svetlosti.

Koncentracije eksitona proizvedene klasiénim izvorima svetlosti bile su reda 10™° - 107".
Posle pojave lasera, koncentracije optitkog pobudenja dostizale su vrednost 1073 i tada se
nije moglo zanemariti interakcija izmedu ovih pobudenja. Jedan tip interakcije je dinamickog
tipa i predstavlja rasejanje optickih pobudenja na medumolekulskom potencijalu. Drugi tip
interakcije je kinematickog tipa i dolazi zbog razlike u komutacionim pravilima izmedu Pauli i
Boze-operatora. Radi se o tome da su se, u slucaju niskih koncentracija, Pauli operatori prosto
zamenjivali Boze-operatorima i ova aproksimacija je bila potpuno zadovoljavajuca. Pri viSim
koncentracijama ovo nije dovoljno.

Pauli-operatori se predstavljaju pomocu Boze-operatora i ovde biti koriS¢ena egzatna
bozonska reprezentacija Agranovi¢c-Tosi¢ [21], veé¢ navedenog oblika (3.2). U njoj su
Pauli-operatori predstavljeni beskonacnim bozonskim redovima, sto drugim recima oznacava da
se procesi izmedu Pauli-pobudenja mogu opisti multibozonskim procesima. Ovde c¢e biti
razmatran slucaj fuzije dva eksitona u jedan i njegov odgovarajuci raspad. U drugom delu
procesa nastaju nova pobudenja u odnosu na prvobitne “ normalne" eksitone. Ova pobudenja
kratko Zive i u literaturi nazivaju se kinematicka pobudenja.

Hamiltonijan takvog eksitonskog sistema ima slededi oblik:

H =AY P; Pq + Yam TrmPa Pr + Zam DimPa PrPPri (3.13)
gde je A — energija pobudenja izolovanog molekula i iznosi 3 —5 eV, Tzm karakterise
prenos eksitona sa ¢vora 7 na m, a Dzm — njihovo rasejanje. Obe ove veli¢ine su reda 0,1 eV

i manje.
Sistem Ce biti analizirane, kao i u (3.5), preko komutatorske dvovremenske paulionske GF:

[5() = (Pa(0)|PF (0))) = 0(t){[Pa(t), P (0)]). (3.14)
Ova jednacina se diferencira po vremenu i uz Hajzenbergove jednacine sledi:
ih% ((Pa()IP5 (0))) = ih §(t)([Pa(0), P; (0)]) + A([Pa(t), P; (O)]) +
+ Y Tam((Pa(®IP; (0))) = 2 Xam Tam((P7 (OPa(O)Pm(DIP; (D) +  (3.15)
+2.) Danl(Pr(Pm(DPa(®)IPF (O)))

Sada se paulionske GF iz (3.15) zamene bozonskim GF, pri ¢emu se egzaktna bozonska
reprezentacija (3.2) koristi u sledeéoj aproksimaciji:



P~B—-B'BB;Pt ~Bt—-B*B*B.
Posle zamene ovoga u svim paulionskim GF iz (3.14), zadrZavaju se srednje vrednosti
Boze-operatora do Sest operatora — zaklju¢no. Srednji produkti Boze-operatora razbijaju se na
sume srednjih proizvoda parova operatora po Vikovoj teoremi [1,9]. Paulionske GF, koje su na
opisani nacin izraZzene preko bozonskih, zamene se u izraz (3.15). Dobijena jednacina, koja sada
sadrzi samo bozonske GF, prevede se u algebarske jednacine po njihovim Furije-likovima. Ovom

prilikom, svi doprinosi srazmerni kvadratu ili viSem stepanu bozonske koncentracije —
zanemaruju se. Na taj nacin dobija se slededi rezultat (detalji u [22]):
L 2N & ptp.y=l1y.
Gp(w) = - w—QE+MEQE(w)'N =(B; By) = NZk N. (3.16)

Funkcija M3, koja figuriSe u (3.16), data je sa:
2 J—
My, = ;Z;j (‘QE + Q5 —wg — wﬁ_aN);
Q = Qa + Qr;Qp = KA g = hDy; Dy = X D etkm
i predstavlja korekciju harmonijske eksitonske frekvencije (; koja potiCe od nelinearnih
efekata. Na osnovu ovoga, frekvencije normalnih eksitonskih nivoa su date izrazom:

wn (k) = O — My (3.18)

Kako sledi iz polova GF (3.16), funkcija Q(w) data je sa:

3 _>—) - T
Qp(w) = 1+--5%5.4, [w — O — fl)(quqz)] A(kq1Gz2; w)Ng,;  (3.19)

Q

(3.17)

)

Gard) = Y-qi+d, T ~ Wai-3, ~ Wx-g,)
5 1
A(k‘?ﬁzﬂﬂ) = =

w + QEH — QC—iz — QE—L71+§2 + 5/3
! T S+ Q5 — 0 — )
= —7 6w+, —Q, — %G _g.5,)

o+ Qg =0, — Y g4, 3 b iz
Jednacdina
Qz(w) =0, (3.20)

daje dopunske polove GF Gz(w) u odnosu na pol wn(E). Resenja jednacine (3.20) predstav-
jaju frekvencije kinematickih ekscitacija koje nastaju u trocesti¢nim bozonskim procesima.
U opstem slucaju, frekvencije koje zadovoljavaju jednacinu (3.20) su komleksne velicine.
To znaci da su kinematske eksitacije prigusene i da imaju konacno vreme Zivota. Jednacina
(3.20) ¢e biti resSena aproksimativno, jer se analiticki ne moze resiti tacno, ve¢ samo numericki.
Ako se zanemari prostorna disperzija, tj. 1z = Q, wp = Wy i pretpostavi da je w # (,
jednacina (3.20) se svodi na oblik:
143 — 320N _
2 w—wq

0, (3.21)

dakle se, nakon zanemarivanja kvadrata eksitonskih koncentarcija, dobija:
Wy = Qa + Qo + 30 (1 = N;n = 22 (3.22)
0
Ako se iskoristi ista aproksimacija i u (3.17) onda se, na osnovu (3.18), dobijaju energije

normalnih eksitonskih nivoa:
wy, = Qp + Q9 — 2Q0(1 —n)N. (3.23)



U ukazanoj aproksimaciji, bozonska GF (3.16) svodi se na sledeci oblik:

_ i (1+1/2W)(@=05-Q0)

0 = (3.24)

21 (w—wp)(w—wp)
Porededi (3.22) sa (3.23), moze se zakljuditi da su kinematicki i normalni eksitonski nivoi —
energetski veoma bliski jedan drugom i to zbog cCinjenice Sto su maksimalne eksitonske
koncentracije reda 1073 — 1072,

Na kraju se mora napomenuti da je koriS¢enjem kinematickih pobudenja objasnjeno
Urbahovo pravilo [22] za apsorpciju svetlosti po kome apsorpcioni dekrement ne zavisi od
kristalne strukture i priblizno je jednak jedinici.

4. Zakljucak

U radu je predstavljen jedan od vrlo popularnih, moc¢nih i pouzdanih teorijskih metoda
istrazivanja u kvantnoj statistickoj fizici ili u fizici ¢vrstog stanja materije — metod GF. To $to ovaj
metod cini potpuno zatvoren formalizam u Cijim se okvirima kompletno resSava problem
Cesticnih i kvaziCesticnih sistema, tj. nalaze se energijski spektri i vremena Zivota elementarnih
pobudenja. Pored toga, njegova velika prednost u odnosu na neke druge teorijske metode je da
teorija GF nudi proracun i statistickih srednjih vrednosti relevantnih fizickih veli¢ina. Sve to ga
¢ini jednim od najefikasnijih instrumenata teorijske analize pojava u kondenzovanim sredinama.
Zbog toga Sto GF zavise i od prostornih i vremenskih promenljivih, ovaj metod nasao je primenu
i na istrazivanje specificnih i vrlo neobicnih i sasvim drugacijih svojstava nanostrukturnih
uzoraka [10-19], u poredenju sa uzorcima iste kristalogafske grade, ali mnogo vecih dimenzija
(balk-strukture).

U ovom radu su ukratko predstavljene opste definicije i suStina nacina primene kvantnih
dvovremenskih GF, kao i postupak proracuna GF preko KF, te nacin manipulisanja njima radi
izracunavanja osobenosti posmatranog fizickog sustema.

U drugom delu demonstrirana je primena ovog postupka na odredivanje
niskotemperaturske zavisnosti magnetizacije kod feromagnetika i na analizu optickih svojstava
molekulskih kristala. Od rezultata ovih proracuna potvrdeni su davno poznati rezultati:
Dajsonov zakon niskotemperaturskog ponasanja relativne magnetizacije feromagnetika:
~ T2 j=35,78 i Urbahovo previlo apsorpcije svetlosti u molekulskim kristalima, prema
kojem apsorpcioni dekrement ne zavisi od kristalne strukture i priblizno je jednak jedinici.
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