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Sažetak: Pomoću kvantnih Grinovih funkcija nađeni su izrazi za energetske spektre nosilaca naelektrisanja monoslojnog i bislojnog grafena. Na osnovu spektara su nađeni izrazi za gustinu stanja nosilaca naelektrisanja posmatranih sistema. Takođe,  u radu se razmatra i udeo nosilaca naelektrisanja u termodinamičkim karakteristikama (specifičnoj toploti) kod monoslojnog i bislojnog grafena i vrši poređenje sa dostupnim eksperimentalnim podacima. 
Ključne reči: kvantne Grinove funkcije, grafen, nosioci naelektrisanja, energetski spektri, specifična toplota. 


ENERGY SPECTRA AND THERMODYNAMICS OF CHARGE CARRIERS IN MONO AND BI-LAYER GRAPHENE
Abstract: Using quantum Green's functions, expressions for the energy spectra of charge carriers of monolayer and bilayer graphene were found. Expressions for the density of states of charge carriers of the observed systems were found based on the spectra. Also, the paper considers the share of charge carriers in the thermodynamic characteristics (specific heat) of monolayer and bilayer graphene and makes a comparison with available experimental data..
Keywords: quantum Green's functions, graphene, charge carriers, energy spectra, specific heat. 


UVOD
Dobro je poznato da se ugljenik, kao jedan od najčešćih hemijskih elemenata u prirodi, odlikuje velikim brojem svojih modifikacija. Ovo je zbog sposobnosti atoma ugljenika da formiraju različite sp-hibridizovane veze: tetraedarske (sp3 - dijamant), trigonalne (sp2 - grafit, fuleren, nanocevi) ili linearne (sp - karbin).Najčešći oblik ugljenika - grafit - je slojevita struktura u kojoj se interakcija između slojeva vrši slabim van der Valsovim vezama. U ovom slučaju, energija vezivanja između atoma u sloju je više od deset puta veća od energije interakcije između slojeva, koji određuje i fizička i hemijska svojstva grafita i mogućnost razdvajanja u zasebne slojeve, od kojih je svaki grafen. Dakle, grafen se može smatrati monoslojem grafita, u kome su atomi ugljenika sastavljeni u idealnu heksagonalnu kristalnu strukturu, kao što je prikazano na slici
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Slika 1 Kristalna struktura grafena (Соколик, 2008)
Ovu strukturu čine dve ekvivalentne trouglaste podrešetke - u jednoj atomi " tipa"A", a u drugom - atomi "tipa" B. U ovom slučaju, tip atoma je uslovna karakteristika, pošto su i atomi A i atomi B atomi ugljenika koji se ne razlikuju jedan od drugog. Različiti simboli za njih se uvode samo da bi ukazali na njihovu pripadnost „njihovoj“ podrešetki. atomi ugljenika B formiraju dve trouglaste podrešetke, koje se međusobno prodiru. Atomi jedne podrešetke  (plavi krugovi) su označeni sa A, a atomi druge podrešetke (žuti krugovi) su označeni sa B. 




Na slici su data dva vektora elementarnih translacija  i  i primitivna ćelija  (romb - isprekidana linija) konstruisana na tim vektorima. Na slici su takođe dati vektori  koji spajaju dati atom ugljenika iz jedne podrešetke sa trima najbližim susednim atomima koji pripadaju drugoj podrešetki. Bilo koji od vektora  transformiše podrešetku B u podrešetku A.
Vektori elementarnih translacija na slici su dati kao:
	           
	(1)





gde parametar predstavlja stranicu šestougaonika, tj. rastojanje između najbližih suseda. Vektori iz (1) imaju dužinu i nad njima se može konstruisati primitivna ćelija -romb, koji spaja četiri ,,žuta" atoma. Unutar romba se obavezno nalazi jedan ,,plavi" atom, tako da po primitivnoj ćeliji imamo dva atoma. Koordinate vektora   računamo od izabranog atoma podrešetke B
		
	(2)


Vektori recipročne rešetke su:
	
		
	(3)




Ovi vektori kao i vektori  obrazuju primitivnu ćeliju u obliku romba. Briluenova zona može biti izabrana u obliku pravilnog šestougaonika  kao na slici 2.
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Slika 2. Primitivna ćelija recipročne rešetke i Briluenova zona (tačka  je centar zone, tačke  i su Dirakove tačke u uglu Briluenove zone i tačka  na sredini strane šestougaonika)(Соколик, 2008)







Tačke   i  se naizmenično menjaju u temenima Briluenove zone. Sve tri  tačke se međusobno povezane vektorima recipročne rešetke i stoga su ekvivalentne (analogno sve tri tačke  ). Nijednu tačku  ne možemo spojiti sa proizvoljnom tačkom  vektorom recipročne rešetke i one su stoga neekvivalentne. Njihove koordinate su
			
	(4)



Ove tačke i njihova okolina suštinski određuju električne osobine grafena.




Poznato je da su tri od četiri valentna elektrona svakog atoma ugljenika u grafenu odgovorna za formiranje rešetke; svaki atom se snažno vezuje za svoja tri najbliža suseda preko ova tri elektrona u  hibridizovanim stanjima i formira hemijske veze. To znači da su elektronske talasne funkcije neka linearna kombinacija funkcija atomskih stanja.  hibridizovani elektroni formiraju potpuno popunjen duboki valentni pojas. Četvrti valentni elektron je tako, takoreći, slobodan. Nalazi se u -stanju (z-osa je normalna na ravan grafena) i može da učestvuje u procesima transporta električnog naelektrisanja, kao i u optičkim prelazima.

ENERGETSKA STANjA MONOSLOJA GRAFENA

Hamiltonijan monosloja grafena u aproksimaciji najbližih suseda može se napisati u obliku (Alisultanov, 2015):
	
	(5)










gde je energija koja odgovara orbitali atoma ugljenika grafena, i  operatori kreacije i anihilacije elektrona atoma ugljenika koji pripada i-tom atomu podrešetke A, i  operatori kreacije i anihilacije elektrona atoma ugljenika koji pripada i-tom atomu podrešetke B,  - je energija preskoka između najbližih susednih atoma (između podrešetki A i B), -rastojanja između najbližih susednih atoma. U prostor reciproćne rešetke prelazi se Furije transformacijama (Tošić i dr, 2018) oblika:
	
	
((6)


Posle izvršenih transformacija Hamiltonijan ima oblik:
	
	
(7)


gde je,
	
	
(8)


Furije transform energije preskoka. Oznaka (*) se odnosi na kompleksno konjugovanu vrednost date veličine.
Radi nalaženja zakona disperzije elektrona u monosloju grafena, potraže se kvantne Grinove funkcije oblika:
	
	
(9)



Oznake  su prvi uveli Bogoljubov i Tjablikov (Боголюбов, 1959) i predstavljaju usrednjavanje operatora po odgovarajućem kanonskom ansamblu. Da bi našli Furije lik odgovarajuće Grinove funkcije koriste se Hajzenbergove jednačine kretanja za date Grinove funkcije:
	.
	
(10)




Ovde oznaka ukazuje na to da li se radi o komutatorima ili antikomutatorima. Kako su u pitanju elektroni (fermioni), radi se o antikomutatorima. Oznaka predstavlja srednju vrednost (Давыдов, 1975). 
Iz jednačina kretanja, primenom komutacionih relacija (Tošić i dr., 2018), nalazi se izraz za Grinovu funkciju:
	
	
(11)


Iz teorije kvantnih Grinovih funkcija (Bogoljubov, 1959; Tošić, 1978) zna se da  pol Furije lika Grinove funkcije 

određuje zakon disperzije –energetski spektar- odgovarajuće čestice za koju smo pisali jednačine kretanja:
	
	(12)


U blizini Dirakovih tačaka sa koordinatama za energetski spektar se dobija izraz: 
	
	(13)




Ovaj izraz je u saglasnosti sa izrazom koji se dobija korišćenjem metoda jake veze (Wallace, 1947). odgovara energije Dirakove tačke. Pošto ćemo energiju računati od nje, onda je najjednostavnije uzeti da je . Stoga se dobija za energiju nosilaca naelektrisanja da je:
	
	(14)




 Kao što se vidi, spektar nosilaca naelektrisanja, kod monosloja grafena, u okolini Dirakovih tačaka je linearan. Okoline tačaka  i se nazivaju dolinama po analogiji sa fizikom poluprovodnika. 
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Slika 3. Energetski spektar u okolini Dirakovih tačaka (Соколик, 2008)

Gustina stanja nosilaca naelektrisanja je monosloju grafena odeđena kao:
	
	(

((15)


Ovde je uračunata degeneracija po spinu i po dolinama.

ZAKON DISPERZIJE NAELEKTRISANJA KOD BISLOJA GRAFENA
[image: ]


Slika 4  Kristalna struktura bisloja grafena. Linije koje spajaju dva sloja grafena predstavljaju interakciju koja je najbitnija od svih integrala prekrivanja (Katsnelson, 2020)

Kod bisloja grafena postoje prelaza nosilaca naelektrisanja kako između atoma u sloju tako i između slojeva. U opštem slučaju između slojeva postoje različiti prelaza, a onaj koji je najbitniji je tj. prelaz pod uglom od 900 (Katsnelson, 2020). 
Hamiltonijan za bisloj grafena je oblika (Alisultanov, 2015):  
	
	((16)






Ovde su  i operatori kreacije i anahilacije elektrona podrešetki A i B prvog sloja, a  i  operatori kreacije i anahilacije elektrona podrešetki A i B drugog sloja.
Prelaskom u prostor recipročne rešetke pomoću odgovarajućih Furije transformacija dobija se:
	
	
(17)



U jednačini (17) je zamenjeno da je .
Ako se kao i u slučaju monoslojnog grafena napišu jednačine kretanja za odgovarajuće Grinove funkcije i onda reši sistem jednačina za Grinove funkcije nalazi se:
	
	
(18)


Za spektar blizu Dirakovih tačaka se dobija zakon disperzije bisloja grafena u obliku:
	
	
(19)
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Slika 5  Spektar bisloja grafena (preuzeto iz Katsnelson. 2020).
Za razliku od monosloja, bisloj grafena ima energetski spektar bez gepa i paraboličnog je oblika.
U blizini Dirakovih tačaka energetski spektar bisloja grafena se može napisati u obliku:
	
	
(20)




Ovde je efektivna masa nosilaca naelektrisanja, a  masa elektrona u mirovanju.
Gustina stanja nosilaca naelektrisanja je monosloju grafena odeđena kao (Mahan, 2011; Fuxiang, 2013):
	



	




((21)



SPECIFČNA TOPLOTA NOSILACA NAELEKTRISANJA KOD MONOSLOJA I BISLOJA GRAFENA

Unutrašnja energija po jedinici površine  nosilaca naelektrisanja kod monosloja i bisloja grafena se određuje kao (Mahan, 2011; Falkovsky,2013):
	
	(22)



Ovde je µ hemijski potencijal nosilaca naelektrisanja, a - Bolcmanova konstanta. 

Za monosloj grafena se koristi  izraz (15)  za gustinu stanja i  radi nalaženja vrednosti integrala uvodi se smena . Pretpostavlja se da hemijski potencijal ne zavisi od temperature. Unutrašnja energija po jedinici površine je oblika:
	
	(23)


a specifična toplota
	.
	(24)


Za bisloj grafena koristimo izraz (21) za gustinu stanja i po istom postupku nalazimo unutrašnju energiju po jedinici površine i specifičnu toplotu po jedinici površine.
	,
	(25)

	.
	(26)


Da bi uporedili grafički specifične toplote koristićemo vrednosti odgovarajućih veličina iz sledeće tabele:
Tabela 1
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Slika 6 Specifična toplota monosloja grafena (gore levo), bisloja grafena
(gore desno) i  uporedne vrednosti specifičnih toplota monosloja i bisloja grafena

ZAKLJUČAK

U radu je primenjen metod kvantnih Grinovih funkcija za nalaženje energetskih spektara mono i bisloja grafena. Uobičajeno je da se za nalaženje energetskih spektara kod grafena primenjuje metod jake veze razvijen Valasom (Wallace,1947) još krajem četrdesetih godina. Kvantne Grinove funkcije su preuzete iz kvantne teorije polja i u fizici kondenzovane materije su našle primenu  šezdesetih godina dvadesetog veka (Абрикосов, 1962). Treba reći da se ova oblast nauke širi i daleko je od toga da je zaokružena, pošto se neprekidno nalaze nove oblasti primene. U tom smislu se sve više ovaj metod koristi kod novih materijale kao što je grafen i drugi niskodimenzioni sistemi.
U radu su nađeni energetski spektri mono i bislojnog grafena, gustine stanja za ove strukture, kao i specifične toplote ovih struktura. Svi rezultati su u skladu sa eksperimentalnim podacima koji su nam dostupni iz literature (Novoselov, 2007; Castro Neto, 2008, Eletsky, 2011).
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